ZWIEZtA HISTORIA MATEMATYKI DLA FILOZOFOW
Przedmowa

Od czasow starozytnych matematyka i jej filozofia toczyty walke. Gdy tylko wydawato sie, ze istnieje
ustalony poglad na nature matematyki, pojawiato sie nowe odkrycie matematyczne, ktére go burzyto.
Tak wiec pitagorejski poglad, ze ,, wszystko jest liczbg”, zostat zaktécony przez odkrycie niewymiernych
dtugosci, a filozofia matematyki musiata sie rozszerzy¢, aby obja¢ odrebng dziedzine geometrii. Ale to
podniosto pytanie: Czy poglad geometryczny mozna pogodzi¢ z poglagdem numerycznym? Jesli tak, to
w jaki sposob? | tak to trwato przez tysigclecia. W wielu przypadkach postep w matematyce zmieniat
idee dotyczgce matematyki, wymuszajac akceptacje koncepcji wczesniej uwazanych za niemozliwe lub
paradoksalne. Tak wiec matematyka zaktdcita filozofie. W przeciwnym kierunku filozofia utrzymywata
matematyke uczciwg, wskazujgc sprzecznosci i sugerujac, w jaki sposdb mozna wyjasnié¢ koncepcje,
aby je rozwigzad. Czasami filozof i matematyk byli jedng i tg samg osobg — jak Kartezjusz, Leibniz czy
Bolzano — wiec mozna by niemal powiedzie¢, ze matematyka jest szczegdlnie bogatg i stabilng gateziag
filozofii. W kazdym razie, jesli ktos chce zrozumieé przeszty i obecng sytuacje filozofii matematyki, musi
najpierw zrozumieé¢ matematyke i jej historie. Celem niniejszego Elementu jest krétkie wprowadzenie
do matematyki i jej historii, ze szczegélnym naciskiem na wydarzenia, ktére wstrzasnety jej filozofia.
Jesli chcesz, jest to ksigzka o ,matematyce dla filozoféw”. Staram sie nie zajmowaé Zadnego
konkretnego stanowiska filozoficznego, poza stwierdzeniem, ze uwazam, ze matematyka kieruje
filozofig bardziej niz odwrotnie. Jako wniosek, uwazam, ze matematycy wniesli wazny wktad do
filozofii, nawet jesli nie byto to ich intencjy. Kazda sekcja zaczyna sie od zapowiedzi tematéw do
omowienia i kofczy sie sekcjg podkreslajgcg kwestie filozoficzne podnoszone przez matematyke. Te
same tematy powtarzajg sie w kolejnych sekcjach — intuicja i logika, znaczenie i istnienie oraz
dyskretnosc¢ i ciggtosé — ale ewoluujg pod wptywem nowych odkryé matematycznych. Eksperci mogg
by¢ zaskoczeni, ze niewiele lub wcale nie wspomina sie o filozofiach matematyki, ktére byty widoczne
w XX wieku — na przyktad platonizm, logicyzm, formalizm, nominalizm i intuicjonizm. Dzieje sie tak
czesciowo dlatego, ze nie uwazam zadnej z nich za odpowiednig, ale gtdwnie dlatego, ze mam nadzieje
spojrze¢ na filozofie matematyki bez wptywu etykiet. Chce przedstawic jak najwiecej filozoficznie
pouczajgcej matematyki i pozostawié czytelnikom decyzje, jak powinna by¢ sortowana i etykietowana
w kategoriach filozoficznych. Mam nadzieje, ze ten Element wyposazy czytelnikdéw w ,soczewke
matematyczng”, przez ktdrg beda mogli postrzegac wiele kwestii filozoficznych.

Liczby niewymierne i geometria
PODGLAD

Zrédtem wielu zagadnien w filozofii matematyki — natury dowodu i prawdy; znaczenia i istnienia liczb;
roli nieskoriczonosci; i relacji miedzy geometria, algebra i arytmetyka — sg Elementy Euklidesa z okoto
300 r. p.n.e. Elementy sg najbardziej znane z geometrii aksjomatycznej — geometrii euklidesowej —
ktéra obejmuje dowody charakterystycznych wynikéw, takich jak twierdzenie Pitagorasa i istnienie
doktadnie pieciu regularnych wieloscianéw. Jednak Elementy obejmujg réwniez podstawowe idee
teorii liczb, takie jak istnienie nieskoniczenie wielu liczb pierwszych, algorytm euklidesowy dla
najwiekszego wspdlnego dzielnika i (odpowiednik) jednoznacznego rozktadu na czynniki pierwsze. W
czasach Euklidesa, podobnie jak teraz, istniata przepas¢ koncepcyjna miedzy geometrig a teorig liczb —
miedzy mierzeniem a liczeniem lub miedzy ciggtoscia a dyskretnoscig. Gtownym powodem tej
przepasci bylo istnienie liczb niewymiernych, odkrytych przed czasami Euklidesa przez
pitagorejczykéw, a w czasach Elementdow, bedgcych przedmiotem wyrafinowanej ,teorii proporcji”.
Teoria ta, w Ksiedze V Elementdw, stworzyta kruchy pomost miedzy ciggtoscig a dyskretnoscig. Pomost
ten byt stopniowo wzmacniany przez wieki przez prace pdziniejszych matematykow, ale nie bez



konfliktow filozoficznych i matematycznych niespodzianek. Te kwestie sg tematem tej sekcji i
nastepnej.

Twierdzenie Pitagorasa

Twierdzenie Pitagorasa zostato odkryte niezaleznie kilka razy w historii ludzkosci i w kilku réznych
kulturach. Jesli wiec jakie$ twierdzenie jest typowe dla matematyki — i jej uniwersalnosci — to jest to
wiasnie ono. Rysunek 1 ilustruje twierdzenie: (szary) kwadrat na przeciwprostokatnej (biatego) tréjkata
prostokatnego jest rowny sumie (czarnych) kwadratow na pozostatych dwdch bokach.

Rysunek 2 przedstawia prawdopodobny ,,dowdd za pomocg obrazu” twierdzenia: szary kwadrat jest
réowny duzemu kwadratowi minus cztery kopie tréjkata, ktory z kolei jest rowny sumie dwdch czarnych
kwadratow.

Wiekszo$¢ niezaleznych odkryé twierdzenia byta prawdopodobnie taka, a ludzki uktad wzrokowy ma
na swoim koncie wiele odkry¢ matematycznych. Niemniej jednak to radykalnie odmienna
aksjomatyczna $ciezka do twierdzen, wyznaczyta kierunek matematyki na nastepne 2000 lat. Ale zanim
ustalono sciezke aksjomatyczng, twierdzenie Pitagorasa wywotato inny wazny rozwéj koncepcyjny:
rozréznienie dtugosci i liczby. Legenda gtosi, ze filozofia pitagorejczykdow brzmiata , wszystko jest
liczbg”, co zostato zainspirowane odkryciem, ze stosunki liczb catkowitych rzadzg harmonig muzyczna.
Ta filozofia zostata obalona, gdy w geometrii odkryto stosunki niewymierne — z powodu twierdzenia
Pitagorasa.

Nieracjonalnos¢

Twierdzenie Pitagorasa mowi o sumie kwadratéw — operacji, o ktérej powiemy wiecej ponizej — ale
posrednio mowi nam tez cos$ o dtugosciach. W szczegdlnosci mowi, ze jesli trojkat ma prostopadte boki
o dfugosci 1, to jego przeciwprostokatna ma dtugosc |, ktérej kwadrat wynosi 2. Uzywajgc wspodtfczesnej



notacji 1> do oznaczenia kwadratu boku |, mamy I = 12+ 1% = 2. Teraz (ponownie uzywajac wspotczesnej
notacji) zatézmy, ze | jest wymierne, w takim przypadku mozemy zatozy¢, ze | = m/n, gdzie m i n sg
liczbami catkowitymi. Mozemy réwniez zatozyé, ze m i n nie majg wspdlnego dzielnika poza 1, poniewaz
kazdy inny wspdlny dzielnik mozna podzieli¢ z m i n z géry, bez zmiany |. W tych warunkach mozemy
wyprowadzié sprzecznos¢ z nastepujacej serii implikacji (prawdopodobnie siegaja one
Pitagorejczykdw, ale pierwsza znana wskazéwka takiego dowodu znajduje sie w Analityce Arystotelesa
1.23):

I =m/n)->2=m?/n? (podniesienie do kwadratu obu stron)

->2n? = m? (mnozenie obu stron przez n?)

-> m? jest parzyste

->m jest parzyste; powiedzmy; = 2p (poniewaz kwadrat liczby nieparzystej jest nieparzysty)
->2n? = (2p)? = 4p? (podstawienie m = 2p w 2n% = m?)

->n?=2p?

-> n? jest parzyste

-> n jest parzyste

-> 2 dzieli zaréwno m, jak i n; wbrew zatozeniu braku wspdlnego dzielnika:

Poniewaz zatozenie, ze | jest stosunkiem liczb catkowitych, jest sprzeczne, | jest dtugoscig niewymierna.
Grecy czesto wyrazali to, mowigc, ze bok i przeciwprostokatna trdjkata prostokatnego o réwnych
bokach sg niewspdtmierne — nie sg wielokrotnosciami liczb catkowitych zadnej wspdlnej jednostki
miary. W opinii pitagorejczykow brak wspdlnej jednostki dtugosci oznaczat, ze dtugosci nie sg liczbami,
poniewaz ,liczby” byty dla nich liczbami catkowitymi i ich stosunkami. W szczegdlnosci sumy i iloczyny
dtugosci niekoniecznie sg takie same jak sumy i iloczyny liczb, wiec koncepcja ,,sumy kwadratéw”
wymaga wyjasnienia. W nastepnej sekcji zobaczymy, jak Euklides radzit sobie z sumami i iloczynami
dtugosci.

Dziatania na dtugosciach i liczbach

Zaprzeczajac, ze niewymierne dtugosci mogg by¢ liczbami, a jednoczesnie dopuszczajac, ze mozna je
podnie$é do kwadratu i dodac, greccy matematycy po Pitagorasie musieli zdefiniowaé sume i iloczyn
w czysto geometrycznych terminach. Suma dwdch dtugosci jest zdefiniowana w oczywisty sposéb
sugerowany przez Rysunek 3.

o b a+ b

Dtugosci sg reprezentowane przez dwa odcinki a i b, a a + b jest uzyskiwane przez pofaczenie tych
odcinkow koniec do konca. tatwo z tego wynika, ze a + b = b + a i a +(b+c) = (a+b) + c (prawa
przemiennosci i facznosci). Jest rdwniez jasne, poniewaz suma dtugosci jest dtugoscia, ze mozna dodac
dowolng liczbe dtugosci. Tak wiec dtugosci zachowujg sie doktadnie jak liczby, jesli chodzi o dodawanie.
Zachowanie iloczynéw nie jest takie proste. lloczyn dtugosci a i b nie jest dtugoscia, ale prostokgtem o



prostopadtych bokach a i b. A iloczyn dtugosci a, b i c jest prostokagtnym pudetkiem o prostopadtych
bokach a, b i c (Rysunek 4).

3]

Z tych definicji jasno wynika, ze ab = ba i a(bc) = (ab)c, a takze mozna zauwazy¢, ze a(b+c) = ab + ac (to
ostatnie jest w rzeczywistosci szczegdlnym przypadkiem propozycji 1 Euklidesa z Ksiegi Il Elementéw).
Tak wiec, w zakresie, w jakim zdefiniowano sume i iloczyn, dtugosci spetniajg te same prawa, co liczby
dodatnie. Problem polega na tym, ze sg one zdefiniowane tylko w ograniczonym zakresie, wiec algebra
dtugosci jest sparalizowana. lloczyny o wiecej niz trzech dtugosciach nie sg dopuszczalne, poniewaz nie
majg odpowiednika geometrycznego. Podobnie, iloczyny mozna dodawac tylko wtedy, gdy kazdy ma
ten sam ,,wymiar”, to znaczy, jest iloczynem tej samej liczby dtugosci. Wreszcie istnieje skomplikowana,
cho¢ geometrycznie naturalna, koncepcja rownosci. Méwi ona na przykfad, ze dwa prostokaty Ri S sg
rowne, jesli R mozna rozcig¢ na skonczong liczbe tréjkatéow, ktére mozna ztozyé ponownie, aby
utworzyé S. Wiecej o teorii réwnosci Euklidesa dla prostokatéw i innych wielokgtéw powiemy w
nastepnej sekcji. Co ciekawe, teoria ta jest catkowicie odpowiednia dla wielokgtéw, poniewaz dowolne
dwa wielokaty o réwnej powierzchni (w nowoczesnym sensie) sg w rzeczywistosci réwne w sensie
Euklidesa. Jednak teoria ta nie jest odpowiednia dla wieloscianéw, jak wykazat Dehn (1900). Dehn
wykazat, ze sze$cian i czworoscian foremny o réwnej objetosci nie sg rowne w sensie Euklidesa.

Aksjomatyka

Moc metody aksjomatycznej zostata czarujgco opisana przez Johna Aubreya w jego Krotkich zyciach,
mowigc o Thomasie Hobbesie:

Miat 40 lat, kiedy zaczat interesowac sie geometrig; co zdarzyto sie przypadkowo. Bedac w bibliotece
pewnego dzentelmena... Elementy Euklidesa lezaty otwarte, a to byta Ksiega | 47 Elementéw.
Przeczytat to twierdzenie. ,,Na Boga —” powiedziat, ,to niemozliwe!” Wiec przeczytat dowdd tego, ktory
odestat go z powrotem do takiego twierdzenia; ktére to twierdzenie przeczytat. To odestato go z
powrotem do innego, ktdre rdwniez przeczytat... ze w koncu byt demonstracyjnie przekonany o tej
prawdzie. To sprawito, ze zakochat sie w geometrii.

Propozycja 47 Ksiegi |, nawiasem modwigc, jest twierdzeniem Pitagorasa. Elementy to pierwsze
systematyczne sprawozdanie z twierdzen i dowoddw, jakie do nas dotarto, i stato sie standardowym
sposobem przedstawiania matematyki w Swiecie zachodnim (a pdzniej w Swiecie islamskim) przez
nastepne 2000 lat. Euklides zaczyna od niewielkiej liczby podstawowych zatozen (aksjomatéw) i
wyprowadza z nich wszystkie twierdzenia za pomocg logiki. Jego aksjomaty obejmujg proste
stwierdzenia dotyczgce punktéw, linii, dtugosci i kata. Istniejg réwniez stwierdzenia dotyczace
réwnosci, dodawania i odejmowania, takie jak ,rzeczy, ktére sg réwne tej samej rzeczy, sg réwne sobie
nawzajem” i ,jesli réwne zostang dodane do réwnych, to catosci bedg réwne”. Zasady logiki nie sg
wyraznie okreslone. Najwazniejszym aksjomatem, potrzebnym do twierdzenia Pitagorasa i wielu
innych, jest aksjomat réwnolegtosci. Euklides stwierdza to nastepujgco w ttumaczeniu Heatha (1956):

Ze jesli prosta padajgca na dwie proste sprawia, ze katy wewnetrzne po tej samej stronie sg mniejsze
od dwdch katdw prostych, to dwie proste, jesli s prowadzone w nieskoriczonosé, spotykajg sie po tej
stronie, po ktérej katy sg mniejsze od dwéch katdw prostych.



To dosc¢ diugie stwierdzenie zilustrowano na Rysunku 5.

Linia n pada na linie | i m, tworzac katy a i B po prawej stronie, przy czym a + 3 < . Wniosek jest taki,
ze | i m spotykajg sie gdzies po prawej stronie. Tak wiec aksjomat réwnolegtosci faktycznie daje
warunek, aby linie nie byty réwnolegte. Wynika z tego (nie do konca oczywiste), ze istnieje doktadnie
jedna linia rownolegta do dane;j linii | przechodzaca przez dany punkt P poza I, mianowicie linia m, dla
ktérej a + B = m. Skomplikowany charakter aksjomatu réwnolegtosci wywotat wiele préb jego
wyeliminowania poprzez wykazanie, ze wynika on z innych aksjomatéw Euklidesa. Jednak wszystkie
takie préby zakonczyly sie niepowodzeniem. Doprowadzito to w XIX wieku do gruntownego zbadania
metody aksjomatycznej i pdzniejszej analizy jej zakresu i ograniczen. Kontynuujemy te historie pdzniej.

Zagadnienia filozoficzne

Wedtug legendy pitagorejczycy jako pierwsi zaproponowali filozofie matematyki, w rzeczywistosci
bardzo prostg ,teorie wszystkiego”: wszystko jest liczbg. Méwi sie, ze zaobserwowali role liczb
catkowitych w harmonii muzycznej i doszli do wniosku, ze caty wszechswiat jest rzgdzony przez liczby
catkowite i ich stosunki. Echa tej filozofii sg nadal styszalne w zwrotach takich jak ,,harmonia sfer”. Bez
wzgledu na jej szczegdly, filozofia pitagorejska zostata zaktécona przez odkrycie wielkosci

niewymiernych, takich jak V2, Liczby niewymierne byty niedopuszczalne jako liczby, ale nieuniknione
w geometrii, poniewaz nikt nie mégt zaprzeczy¢, ze jesli istnieje kwadrat, to istnieje rdwniez jego
przekatna. Doprowadzito to do rozdzielenia teorii liczb i geometrii, co widaé¢ w Elementach Euklidesa,
ale takze do teorii zawartej w Ksiedze V Elementdw. , Teoria proporcji” zawarta w Ksiedze V ustanawia
punkt styczny miedzy liczbami (racjonalnymi) a wielko$ciami geometrycznymi, choé nie godzac ich w
petni. Znaczna cze$é pdiniejszej historii matematyki i jej filozofii wyrasta z walki o pogodzenie pojec
liczby i ilosci, albo dyskretnego i ciggtego, albo racjonalnego (logicznego) i wizualnego (intuicyjnego).
Rozwydj filozofii matematycznej towarzyszy tej walce, jak zobaczymy w kolejnych sekcjach. Na korcu
kazdej sekcji przedstawie historyczng aktualizacje, jak to sie méwi, rozwoju filozoficznego, pod
nagtéwkami logiki i intuicji, znaczenia i istnienia oraz dyskretnego i ciggtego. Jako matematyk wole
mysleé w tych kategoriach, ale mam nadzieje, ze filozofowie bedg w stanie przetozy¢ filozoficzng tres¢
moich uwag na swoje wiasne preferowane terminy.

Intuicja i logika. Prawdopodobnie w prébie precyzyjnej pracy z wielkosciami geometrycznymi,
Elementy Euklidesa sg pierwszym znanym przyktadem aksjomatycznego podejscia do prawdy, w
ktérym twierdzenia sg wyprowadzane z aksjomatéw za pomocy logiki. Jednak jego aksjomaty s3
niekompletne i czesto odwotujg sie do intuicji, nawet w jego pierwszym twierdzeniu. Tak wiec
Elementy nieumyslnie ilustrujg, jak trudno jest unikngc¢ nieswiadomych zatozen w rozumowaniu
matematycznym.

Znaczenie i istnienie. Euklides podwaza réwniez to, co obecnie uwazamy za metode aksjomatyczng,
probujgc zdefiniowaé prymitywne pojecia, takie jak ,,punkt” i, linia”. Ogranicza réwniez pojecie , liczby”

zasadniczo do liczb naturalnych i ich stosunkdw. Uwaza sie, ze nieracjonalnos¢ V2 dyskwalifikuje j3 z
bycia liczbg, ale Euklides nie przepisat, jakie powinny by¢ wtasciwosci liczb.



Dyskretne i ciggte. Ze wzgledu na wrazliwos¢ na wielkosci niewymierne Elementy generalnie wyraznie
rozdzielajg pojecia liczby i ilosci lub dyskretnosci i ciggtosci. Jednak Ksiega V rozpoczyna mozliwe
pofaczenie tych dwdch, jak zobaczymy pdziniej. llustruje to czasami przeciwstawne tendencje
matematyki i filozofii. Matematycy generalnie podzielajg poglad wyrazony przez Poincarégo w 1908 r.:

Mysle, ze gdzie$ juz powiedziatem, ze matematyka jest sztuka nadawania tej samej nazwy réznym
rzeczom. Wystarczy, ze te rzeczy, choc réznig sie materig, sg podobne pod wzgledem formy, aby ich
istnienie, ze tak powiem, mogto biec w tej samej formie. Gdy jezyk zostat dobrze dobrany, cztowiek
jest zdziwiony, gdy odkrywa, ze wszystkie demonstracje dokonane dla znanego obiektu odnoszg sie
natychmiast do wielu nowych obiektdw: nic nie wymaga zmiany, nawet terminy, poniewaz nazwy staty
sie takie same.

Innymi stowy, matematycy uwazaja, ze rzeczy sg takie same, jesli zachowujg sie tak samo. Filozofowie
jednak lubig dokonywaé rozréznien: szukajg powododw, dla ktérych rzeczy nie powinny byé uwazane za
takie same. Czasami rozréznienie wydaje sie uzasadnione, tak jak greckie rozréznienie miedzy liczbami
a wielkosciami geometrycznymi, takimi jak dtugos¢. Jednak matematyka stara sie wymazad
rozréznienia, gdzie to mozliwe. Dlugg ewolucje koncepcji liczby rzeczywistej mozna postrzegac jako
projekt majgcy na celu wymazanie rozrdéznienia miedzy liczba a iloscig, a wraz z nig rozréznienia miedzy
teorig liczb rzeczywistych a geometria.

Nieskonczonos¢ w matematyce greckiej
PODGLAD

Chociaz liczba i dtugosé¢ sg w wiekszosci rozdzielone w Elementach, istnieje jeden proces, ktory Euklides
zastosowat do obu — algorytm Euklidesa, ktéry dziata na parze poprzez ,wielokrotne odejmowanie
mniejszej od wiekszej”. Gdy zastosuje sie go do pary dodatnich liczb catkowitych (lub ogdlniej, do pary
dodatnich wielokrotnosci catkowitych dtugosci jednostkowej), algorytm konczy sie, poniewaz liczby
catkowite dodatnie nie mogg sie zmniejsza¢ w nieskoriczonos¢. Jednak gdy zastosuje sie go do pary
dtugosci w stosunku niewymiernym, algorytm sie nie konczy. Rzeczywiscie, Euklides uzyt
nieskonczonosci swojego algorytmu jako kryterium niewymiernosci, wprowadzajgc w ten sposdb
nieskoficzonos¢ do dyskusji na temat niewymiernosci. Bezliczbowa teoria pola, uzywana przez
Euklidesa do udowodnienia twierdzenia Pitagorasa, dziata catkiem ptynnie w przypadku pdl
wielokatéw. Jednak podobne podejscie do objetosci zawodzi nawet w przypadku prostych
wielosciandw, takich jak czworoscian. Euklides byt w stanie znalezé objetos¢ czworoscianu, rozktadajac
go na nieskonczenie wiele graniastostupow, wprowadzajgc w ten sposéb nieskonczonos¢ do teorii
objetosci. Grecka teoria pola miata réwniez trudnosci z obszarami zakrzywionymi, ktérych oczywiscie
nie mozna roztozyé na skonczenie wiele wielokatéw. Jednak Archimedes byt w stanie znalez¢ pole
odcinka parabolicznego, rozktadajgc go na nieskonczenie wiele tréjkatow. Niemniej jednak Grecy
starali sie ,unikng¢ nieskonczonosci”, rozwazajgc dowolne sumy skorfczone zamiast sum
nieskonczonych.

Nieracjonalnos¢ i nieskonczenie

Algorytm Euklidesa zostat wprowadzony w Ksiedze VII Elementéow jako metoda znajdowania
najwiekszego wspoélnego dzielnika dwdch dodatnich liczb catkowitych. Jak méwi Euklides, ,ciagle
odejmuje sie mniejszg liczbe od wiekszej”; doktadniej, jesli a > b, to zastepuje sie pare a;b przez a - b;b.
Poniewaz liczby catkowite dodatnie nie mogg sie zmniejsza¢ w nieskoriczonosé, algorytm zawsze sie
konczy. Na przyktad, z parg 13, 8, otrzymuje sie 13; 8 > 5;8 > 5;3 - 2; 3 > 2; 1 - 1; 1: Gdy otrzymuje



sie pare identycznych liczb, liczbg tg jest gcd(a,b), poniewaz wszystkie wspdlne dzielniki pary s3
zachowywane przez odejmowanie. Tak wiec nasz przyktad pokazuje, ze gcd(13,8) = 1. W Ksiedze X
Elementéw Euklides uogdlnia algorytm do dtugosciai b, w ktérym to przypadku algorytm moze sie nie
zakonczy¢. Na przyktad, jesli (uzywajgc wspodtczesnej notacji) dtugosci wynoszg a =v2 i b =1, to
pierwsze dwa kroki to

N1
[

V2,1 = 1v/2 1522421

W tym momencie mozna zauwazyé, ze 2 -V2 iVv2 -1 sg w tym samym stosunku co V2 i 1. Nie jest
jasne, czy Grecy to zauwazyli (cho¢ prawdopodobnie byli Swiadomi czego$ podobnego), ale jest to
jasne na podstawie podstawowej algebry, poniewaz

-]

2 — 2= \LEL V2-1)

Poniewaz 2 -v2 iVv2 -1 sgw tym samym stosunku co V2 i 1, zastosowanie do nich algorytmu
Euklidesa wytworzy w dwdch krokach kolejng pare w tym stosunku — i tak dalej, w nieskoriczonos¢.
Niezaleznie od tego, czy Euklides znat ten konkretny przyktad, zdat sobie sprawe, ze algorytm nie
konczy sie na parze dtugosci w stosunku niewymiernym (Ksiega X, Propozycja 2). W ten sposdb
algorytm Euklidesa elegancko oddziela to, co wymierne, od tego, co niewymierne, poprzez oddzielenie
tego, co skonczone, od tego, co nieskoriczone.

Pola i objetosci

W Ksiedze | Elementéw Euklides wykazuje réwno$é réznych obszaréw poprzez dodawanie lub
odejmowanie réwnych tréjkatéw. Na przyktad, Rysunek 6 pokazuje, ze rdwnolegtobok jest rowny
prostokatowi o tej samej podstawie i wysokosci.

A Rysunek 7 pokazuje, ze tréjkat jest rowny potowie prostokata o tej samej podstawie i wysokosci.

paravel

Istniejg rdwniez rozktady pokazujgce, ze kazdy prostokat jest rowny prostokatowi o danej podstawie.
Korzystajgc z tego faktu, mozna znalez¢ prostokat rowny dowolnemu wielokatowi, dzielgc wielokat na
skonczenie wiele trojkatéw. Teraz, jesli (jak w przypadku tréjkata) jeden obszar R jest rowny wymiernej
wielokrotnosci r pewnego standardowego obszaru, ktéry mozemy przyjgé jako jednostke, to jest
zgodne z Euklidesem, aby pozwoli¢ liczbie r ,,mierzy¢” obszar R w taki sam sposéb, w jaki mierzymy
pole R. W tych warunkach bedziemy od teraz méwi¢ o liczbowych ,powierzchniach” i ,,objetosciach”.

Teraz zakrzywionego obszaru oczywiscie nie mozna podzieli¢ na skoriczenie wiele tréjkatow. Najlepsze,
na co mozemy liczy¢, to rozktad na nieskonczenie wiele trojkatow, ktéry, jesli bedziemy mieli szczescie,
moze by¢ zrozumiaty. Archimedes odnidst dzieki tej metodzie btyskotliwy sukces, znajdujac pole
odcinka parabolicznego. Odcinek paraboliczny jest wypetniony tréjkatami w sposéb pokazany na
rysunku 8: najpierw czarny tréjkat, nastepnie dwa ciemnoszare tréjkaty pod nim, nastepnie cztery
jasniejsze szare tréjkaty pod nimi i tak dalej.



Kazdy tréjkat jest o potowe szerszy od tréjkata nad nim, a obliczenia pokazujg, ze kazda grupa (jeden,
dwa, cztery,... tréjkaty) ma catkowitg powierzchnie rowng jednej czwartej powierzchni grupy nad nim.
Tak wiec, jesli czarny tréjkat ma powierzchnie 1, to catkowita powierzchnia trdjkatéw jest
nieskofczong sumg

R RORCROE

Jesli ustawimy

wtedy wyraznie

LR RCRUNC

wiec4S- S=4idlatego S =4/3. (To ryzykowne obliczenie z nieskoriczonymi sumami daje szybki sposdb
na odgadniecie odpowiedzi. Zobaczymy, jak Archimedes zrobit to doktadniej w nastepnej sekcji.)
Czworoscian jest wypetniony graniastostupami, jak pokazano na rysunku 9.

Po usunieciu dwdch graniastostupow (jednego jasnoszarego, drugiego ciemnoszarego) pozostajg dwa

mniejsze czworosciany, z ktérych ponownie usuwamy graniastostupy i kontynuujemy. W ten sposéb
Euklides odkryt, ze objetosé czworoscianu jest podobng nieskoiczong suma,

3
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co réwna sie 1/3.
Metoda wyczerpania

Ostatnie dwie sekcje pokazaty przyktady proceséw nieskoriczonych w matematyce greckiej. Te w
poprzedniej sekcji sg znane ze znajdowania racjonalnego obszaru lub objetosci, ktérych najwyrazniej
nie mozna uzyskac za pomocg procesow skonczonych. Niemniej jednak Grecy byli podejrzliwi wobec
nieskonczonosci i starali sie jej unikac tak dalece, jak to mozliwe. W wielu przypadkach byli w stanie to
zrobié za pomoca tego, co nazywa sie metodg wyczerpania. Metoda ta jest tak nazywana, poniewaz
potwierdza sie wynik x, uzyskany za pomocg procesu nieskoriczonego, poprzez wyczerpanie wszystkich
innych mozliwosci (mniejszych niz x lub wiekszych niz x). Zazwyczaj inne mozliwosci sg wyczerpujgce
przez zatozenie, ze proces przebiega przez dowolng, ale skoriczong liczbe krokéw. Mozemy zilustrowac
metode wyczerpania w przypadku oceny pola odcinka parabolicznego przez Archimedesa, zastepujac
procesy nieskoriczone dowolnymi procesami skoriczonymi. Procesy nieskoniczone zaangazowane w
tym przyktadzie sg nastepujace:

1 Wypetnienie odcinka parabolicznego nieskoriczenie wieloma tréjkgtami. Mozemy argumentowac, ze
trojkaty wypetniajg segment (lub ,wyczerpujg” go), pokazujac, ze dowolny punkt wewnatrz paraboli
miesci sie wewnatrz pewnego tréjkata. Jest to czysto skoriczony, cho¢ zmudny, argument.

2 Pokazanie, ze nieskoniczony szereg

OO

ma sume 4/3

Mozna to zrobi¢, znajdujac skoriczong sume

e

Widzimy, ze S, ,,wyczerpuje” wszystkie liczby < 4/3, przyjmujgc dowolnie duze wartosci n, poniewaz
(1/4)" staje sie wowczas dowolnie mate. | oczywiscie S, nie moze by¢ > 4/3, wiec wartosé, ktéra
pozostaje, 4/3, jest koniecznie sumg nieskonczonego szeregu. Zatem pole odcinka parabolicznego (i
podobnie objetos¢ czworoscianu) mozna znalez¢, uzywajac dowolnych sum skoniczonych zamiast sum
nieskoriczonych. Jest to typowe dla sposobu, w jaki Grecy unikali faktycznego uzycia nieskoriczonosci.

Teoria proporcji

Powszechnym problemem dla czytelnikéw Elementéw byta Ksiega V, dotyczaca tak zwanej teorii
proporcji. Uwaza sie, ze teoria ta pochodzi od Eudoksosa, a dotyczy pojecia dtugosci i jego zwigzku z
pojeciem liczby. Jej gtéwna trudnos¢ to w zasadzie trudnosé, z jaka spotykamy sie dzisiaj, prébujac
zrozumie€ os liczb rzeczywistych. Mniejsza trudnosé wynika z greckiego zwyczaju pracy ze stosunkami
(liczbami catkowitymi lub dtugosciami), ktéry powstrzymywat ich przed praca z liczbami wymiernymi i
jednostka dtugosci. Pomine to jednak, aby skupi¢ sie na gtéwnej trudnosci — ktérg jest oczywiscie
istnienie liczb niewymiernych — poprzez dopuszczenie liczb wymiernych i jednostki diugosci. Gdy
dopuszczone zostang liczby wymierne, staje sie jasne, ze sg one kluczowym sktadnikiem teorii
proporcji. Biorgc pod uwage dtugos$é jednostki 1, mamy rowniez dtugo$é¢ wymierng | = m/n dla
dowolnych dodatnich liczb catkowitych m, n. Jest to dtugosc taka, ze n kopii | jest rGwne m kopii 1. Te
wymierne dtugosci okreslajg, dla dowolnych dtugosciaib, czy a < b; a=b, czy a > b. Mianowicie

a<b & istnieje wymiernem/nza<m/n<b;



a>b © istnieje wymierne m/nza>m/n>b;
a=b &niejestania<b,ania>b

Tak wiec jeslia < b lub a > b, istnieje para m, n, ktdra ,$wiadczy” o tym fakcie: albo dlatego, ze a < m/n
<bluba>m/n>b. Alejeslia = b, nie ma pojedynczej liczby wymiernej m/n, ktéra swiadczytaby o tym
fakcie (chyba ze a i b sg wymierne): a réwna sie b tylko wtedy, gdy wszystkie liczby wymierne mniejsze
od a sg mniejsze od b i odwrotnie. Tak wiec rdwnos¢ jest trudniejsza do uchwycenia niz nieréwnos¢, a
dtugosci niewymierne sg trudniejsze do uchwycenia niz dtugosci wymierne. Z powodu podejrzen co do
nieskoficzonosci Grecy nie podjeli kroku, aby powiedzieé, ze dtugos¢ niewymierna jest okreslona przez
dtugosci wymierne po obu jej stronach, poniewaz to okreslenie obejmuje nieskonczenie wiele dtugosci
wymiernych. Wkrétce zobaczymy, co sie stato, gdy podjeto ten krok w XIX wieku. Nawet test
nieréwnosci podnosi interesujgcy punkt filozoficzny. Zatézmy, ze 0 < b, a zatem 0 < m/n < b dla
pewnych dodatnich liczb catkowitych m i n. Wynika z tego, pomnozenie przez n, ze 0 < m < nb. Tak
wiec teoria proporcji zaktada to, co pdzniej nazwano aksjomatem Archimedesa lub nieistnieniem
nieskonczenie matych: jesli b > 0, to pewna liczba catkowita wielokrotna nb > 1. Stato sie to gorgcym
tematem w XVII wieku, kiedy matematycy uznali za wygodne zakfadanie istnienia nieskonczenie
matych; to znaczy, zatozyli, ze istnieje b > 0 takie, ze zadna liczba catkowita wielokrotna nb > 1.

Archimedes i rzeczywista nieskornczonos¢

Podobnie jak metoda wyczerpania, teoria proporcji unika nieskoficzonosci, zajmujgc sie zamiast tego
,dowolng skorczonoscig”. W szczegdlnosci wykorzystuje dowolne skonczone liczby catkowite m, n, aby
wykazaé, ze a < b, poniewaz a < m/n < b. Rzeczywiscie, gdy a = b jest udowadniane, odbywa sie to przez
wyczerpanie; mianowicie poprzez wykazanie, ze a<m/n < bia>m/n > b nie spetniajg wymagan dla
dowolnej mozliwej pary m,n. Nieskonczono$é, ktérg mozna ,wyczerpaé¢” w ten sposdb za pomocg
skonczonych czesci, Grecy nazywali ,potencjalng nieskoriczonoscia”, a w argumentacji matematyczne;j
dopuszczano tylko potencjalne nieskonczonosci. Celem metody wyczerpania byto unikniecie
rzeczywistej nieskoniczonosci; to znaczy postrzeganie nieskonczonego zbioru lub procesu jako
ukonczonej catosci. Przez ponad 2000 lat po Euklidesie oficjalng praktyka matematykow byto
akceptowanie tylko potencjalnych nieskoriczonosci i unikanie rzeczywistych nieskofczonosci poprzez
odwotywanie sie do metody wyczerpania. Taka byfa teoria, ale w praktyce rzeczywiste nieskoiczonosci
byty czesto uzywane jako skrét do wynikéw, ktére (miejmy nadzieje) mozna byto pdzniej rygorystycznie
udowodni¢ metodg wyczerpania. O ile nam wiadomo, pierwszym, ktéry uzyt rzeczywistych
nieskonczonosci, byt Archimedes w dziele zatytutowanym Metoda. Dzieto to zostato utracone i
nieznane przez stulecia, zanim zostato ponownie odkryte w 1906 r., wiec nie wptyneto na rozwdj
matematyki ani jej filozofii. Pokazuje jednak, ze greckie myslenie o nieskoriczonosci wigzato sie z czyms
wiecej, niz mozna by wywnioskowac z Euklidesa. Archimedes poszedt znacznie dalej niz myslenie, ze
sekwencja dyskretnych krokéw moze zosta¢ ukonczona; byt nawet sktonny postrzega¢ kontinuum
punktéw na linii jako skonczony zbiér (cho¢ prawdopodobnie nie zdajgc sobie sprawy, ze kontinuum
jest nowym rodzajem nieskonczonosci).

Zagadnienia filozoficzne

Euklides dotart do sedna rozréznienia miedzy tym, co racjonalne, a tym, co nieracjonalne: jest to
réznica miedzy tym, co skonczone, a tym, co nieskoriczone. Tak wiec geometria, ktdra akceptuje
wielkosci nieracjonalne, musi réwniez akceptowaé nieskoficzonos¢ w pewnej formie. Tak wiec logika
geometrii musiata znalez¢ sposdb na rozumowanie o nieskornczonosci.



Intuicja i logika. Grecy starali sig, o ile to mozliwe, unika¢ rozumowania o nieskoriczonosci. Pochodzenie
ich strachu przed nieskoniczonoscig nie jest do korica jasne, chociaz paradoksy Zenona pokazuja, ze
strach ten istniat przed czasami Euklidesa i ze Arystoteles prébowat go obalié. Metoda wyczerpania
byta matematyczng odpowiedzig na te filozoficzne debaty: unikaj rozumowania o nieskonczonosci,
rozumujgc o skonczonych (ale dowolnych) etapach nieskoficzonego procesu i argumentuj, ze
,wyczerpujg wszystkie mozliwosci” z wyjatkiem jednej — ktdrg to mozliwos¢ mozna zatem uznad za
wynik nieskonczonego procesu.

Znaczenie i istnienie. Tak wiec metoda wyczerpania posrednio nadaje sens wynikowi nieskoriczonego
procesu, bez zobowigzania do istnienia rzeczywistej nieskoficzonosci.

Ciggte i dyskretne. Procesy z nieskoriczong liczbg dyskretnych krokdw mozna by uznac za ,,potencjalng
nieskoniczonos$¢”. Jednak odrzucajgc rzeczywistg nieskonczonosé, Grecy generalnie trzymali sie z
daleka od idei ,,ciggtej nieskoriczonosci”. By¢ moze Archimedes byt wyjgtkiem, poniewaz wydawat sie
sktonny zaakceptowad kontinuum punktéw na linii jako catos¢ skoriczonga. Jak wspomniano, tendencja
filozofii jest dokonywanie rozréznien, podczas gdy tendencjg matematyki jest ich wymazywanie, gdzie
to mozliwe. Jednak matematyka czasami odkrywa rozrdznienia, ktérych filozofia (i wczes$niejsza
matematyka) nie przewidziata. Nieskoriczonos¢ jest tego przyktadem. Przez tysigclecia matematyka
akceptowata rozréznienie miedzy potencjalng a rzeczywistg nieskoriczonoscia i, podazajac za filozofia,
uwazata rzeczywistg nieskonczonos$¢ za niedopuszczalng. Ale od konca XIX wieku rzeczywista
nieskoniczonos¢ nie tylko stata sie akceptowalna (dla wiekszosci matematykow), ale takze podlega
nieprzewidzianym i skomplikowanym rozrdznieniom. Doprowadzito to do nowych kontrowersji
dotyczacych tego, gdzie wyznaczyé granice miedzy akceptowalng a nieakceptowalng nieskonczonoscia

Liczby urojone
PODGLAD

Opor przed traktowaniem wielkosci takich jak v2 jako liczb stopniowo zanikat na przestrzeni wiekdw,
prawdopodobnie z powodu rozwoju algebry w Indiach i $wiecie islamskim. W Indiach Brahmagupta
v = -ﬁﬂfm
okoto 600 r. n.e. podat zasadniczo wspdtczesne rozwigzanie = rownania
kwadratowego ax? + bx + c =0, a zaczeto akceptowaé, ze pierwiastek kwadratowy liczby dodatniej
jest sam w sobie liczba. Jednoczesnie istniata nieche¢ do uzywania liczb ujemnych (cho¢ Brahmagupta
je akceptowat), a pierwiastek kwadratowy liczby ujemnej wydawat sie bezsensowny. Tak wiec, gdy b?
- 4ac < 0, wydawato sie naturalne stwierdzenie, ze ax?> + bx + ¢ = 0 nie ma rozwigzania. Sytuacja
zmienita sie w XVI wieku, gdy wtoscy matematycy odkryli rozwigzanie réwnania szesciennego x3 = px +
q W postaci
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Wzér ten wymagat nie tylko akceptacji pierwiastkdéw kwadratowych i szesciennych, ale takze
pierwiastkow kwadratowych liczb ujemnych — poniewaz istniejg rdownania, dla ktdrych istnieje
oczywiste rozwigzanie rzeczywiste, ale (q/2)?> - (p/3)® < 0. Przez dtugi czas liczby takie jak V-1 byty
nazywane niemozliwymi i nadal sg nazywane ,,urojonymi”. Mimo to byty akceptowane w matematyce,
przynajmniej do udowodnienia wynikéw dotyczacych liczb rzeczywistych, poniewaz byty uzyteczne i
(zwykle) nie prowadzity do sprzecznosci. Ostatecznie uktad liczb rzeczywistych i urojonych zaczeto
postrzegac jako naturalny, zaréwno algebraicznie, jak i geometrycznie.




Réwnania kwadratowe i szeScienne

Jak widzielismy , algebra byta sparalizowana w matematyce greckiej przez geometryczng interpretacje
iloczynu. Zgodnie z interpretacjg geometryczng iloczyny wiecej niz trzech wyrazéw nie majg znaczenia,
ailoczyny réznych wymiarédw nie mogg by¢ dodawane. Ograniczenia te nie dotyczg iloczynu liczb, wiec
w rywalizacji miedzy algebrg liczb a algebra dtugosci, algebra liczb wyraznie wygrywa. To mniej wiecej
to, co wydarzyto sie w rozwoju algebry, ktéra poczatkowo byta symbolikg rozwigzywania probleméw
(zwtaszcza réwnan) dotyczacych liczb. Do okoto 1600 roku algebra byfta dyscypling rozwiazujaca
réwnania w liczbach, ale powrdcita do geometrii, aby uzasadnié swoje posuniecia — poniewaz Elementy
Euklidesa byty nadal modelem dowodu matematycznego. Przejscie od geometrii do algebry liczb
rozpoczeto sie od Diofantosa, okoto 200 r. n.e., w ostatniej fazie klasycznej matematyki greckiej.
Diofantos uzyt symboliki, ktdra dopuszczata iloczyny czterech lub wiecej elementow. Poniewaz jednak
interesowato go znalezienie racjonalnych rozwigzan réwnan, uzywat wytacznie operacji racjonalnych

a nie operacji pierwiastka kwadratowego V. Operacja V wystepuje w rozwigzaniu
0gblnym
b+ 1:"):__—%;

X =
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réwnania kwadratowego ax? + bx + ¢ = 0. Zasadniczo rozwigzanie to podat Brahmagupta w Indiach
okoto 600 r. n.e., cho¢ w stowach, a nie symbolach. Badanie réwnan rozprzestrzenito sie z Indii do
Swiata islamskiego, gdzie okoto 800 r. n.e. al-Khwarizmi nadat mu nazwe ,algebra”. Stamtad trafito do
Wtoch, gdzie nastgpit kolejny duzy postep: rozwigzanie réwnan sze$ciennych. Rozwigzanie x3 = px + q
zostato odkryte przez Scipione del Ferro okoto 1500 r., ale byto przechowywane jako ,tajna bron” w
popularnych woéwczas konkursach matematycznych. Zostato ponownie odkryte przez Tartaglie w
latach trzydziestych XVI wieku i po raz pierwszy opublikowane w Ars Magna of Cardano (1545). Tak
zwany wzor Cardano na rozwigzanie to
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Matematycy w tym czasie byli sktonni zaakceptowad pierwiastki kwadratowe i szescienne liczb
dodatnich, ale wzbraniali sie przed pierwiastkami kwadratowymi liczb ujemnych. Oczywiscie
pierwiastki kwadratowe liczb ujemnych wystepuja juz we wzorze kwadratowym (*), gdy b2 < 4ac. Ale
w tym przypadku mozna $miato powiedzieé, ze réwnanie ax? + bx + ¢ = 0 nie ma rozwigzania. Inaczej
byto z rozwigzaniem (**) réwnania szesciennego.

Algebra liczb urojonych Bombellego

Réwnanie x3 = px + g moze mieé oczywiste rozwigzanie, nawet jesli wzér Cardano zawiera pierwiastek
kwadratowy z liczby ujemnej (q/2)? — (p/3)3. Tak jest na przyktad w przypadku x* =15x + 4, ktére ma
oczywiste rozwigzanie x =4. Dla tego rownania wzor Cardano daje (po pewnym uproszczeniu)

x= 2+ VT2 - 1YL

Aby pogodzi¢ to wyrazenie z wartoscig x = 4, Bombelli (1572) zatozyt, ze V-1 podlega tym samym
regutom algebraicznym, co zwykte liczby. Utrzymywat swoje obliczenia w tajemnicy, ale tatwo je



+zrekonstruowaé. Uzywajac wspoétczesnej notacji i dla V-1, czyli i2 = -1, mozna sprawdzié, ze (2 +i)®=2
+11i a(2-i)*=2-11i.

i dlatego
! Illl _l"_ ! ||II _l‘_ - 1 _|' N |_|' .
V2t =l+y2-1lv—1 =v2+1li+v2—11
1 f a3 !.-". k!
=\ 2+ +(2-1)
=(24+i)4+(2=i)
= 4.

Jak zauwazyto wiele osdb, algebra wydaje sie byé madrzejsza od nas!

W kazdym razie przyktad Bombelliego i jemu podobne ostatecznie przekonaty matematykow, ze
uzywanie liczb ,urojonych” lub ,,niemozliwych” jest bezpieczne. Cokolwiek oznacza V-1, jesli w ogdle
cokolwiek oznacza, to wydaje sie zachowywac jak zwykta liczba i dawac poprawne wyniki dotyczace
zwyktych liczb.

Wygoda liczb urojonych

W XVIIIi XIX wieku matematycy odkryli wiele sytuacji, w ktérych znane wtasciwosci liczb zwyktych sg
tatwiejsze do wyrazenia lub wyjasnienia za pomoca liczb urojonych. Oto kilka przyktaddéw.

1 Wzory trygonometryczne
cos(f+ ) =cost cosp — sinf sin g

sin{f + ) = s # cos ¢ + cos & sinyg

sg wyrazone bardziej zwiezle (i zapadajg w pamiec) za pomocg jednego wzoru
cos(f+ @)+ ism(f+ ) = (cosf +ismf){cose +ismy)

2 Te ostatnig formute mozna wyrazic jeszcze zwiezlej w nastepujgcy sposob:
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jesli przyjmiemy e™ = cos x + i sin x. Nadaje to nowe znaczenie funkcjom sinus i cosinus — jako cze$ciom
urojonej funkcji wyktadnicze;j.

3 Jesli a, b, ¢, d s3 liczbami catkowitymi dodatnimi, to iloczyn a% + b? i c? + d? jest sam w sobie sumg
dwdch kwadratéw liczb catkowitych. Aby znaleZ¢ te ostatnie kwadraty, uzywamy i? = -1, aby utworzyé
rozktady urojone

&+ b =d — (ib)* = (a+ib)(a—ib)

rd = - [M':: = (c <+ id)c = id),

uzywajac tozsamosci x> - y* = (x + y) (x — y). taczac czynniki i ponownie uzywajac tozsamosci,
otrzymujemy



(@ 4+ b7)c"+d )= |(a+ib)(c +id)||(a—ib)(c - id))
= |lac — bd + i(ad + bc)||ac — bd — i{ad + be)

= (ac = bd)" + {ad + be) .

Te przyktady sugeruja, ze liczby urojone powinny by¢ akceptowane, chocby dla wygody. Mozna jednak
zrobié cos$ lepszego. Mozemy poda¢ przekonujaca interpretacje liczb urojonych, ktéra pokazuje, ze sg
one tak samo ,rzeczywiste” jak liczby zwykte (i przy okazji wyjasnia ich role w geometrii i
trygonometrii). Bardziej konserwatywnie, mozna pokazac, jak wyeliminowac liczby urojone z kazdego
argumentu, ktéry ich uzywa, na rzecz liczb zwyktych.

Uswiadomienie sobie urojenia

Prosty sposdb na wyeliminowanie liczb urojonych z matematyki wprowadzit Hamilton (1835): zastgp a
+ ib uporzadkowang parg (a,b) liczb rzeczywistych a,b i zdefiniuj sume i iloczyn par za pomoca

(a1.b) + (a2,b2) = (a1 + az2.00 + b2)

(ar.) - {az.b2) = (mar = bbb + a:b ).

Wdweczas para dla sumy (a; + ib;) +(a; + ib;) jest sumg par dla a; + ib;1 i a; + iby, a para dla iloczynu jest
réwniez iloczynem par. Wynika z tego, ze kazde stwierdzenie dotyczgce sumy i iloczynu liczb w postaci
a + ib jest rGwnowazne stwierdzeniu dotyczgcemu liczb rzeczywistych, na przyktad

(ay +ima: +ib:)=c+id = ma: — b =cand b + @b = d.

Stad kazdy argument dotyczacy i moze by¢ zastgpiony argumentem dotyczacym samych liczb
rzeczywistych. Z tego powodu moéwimy, ze teoria liczb zespolonych (jak nazywane sg liczby a + ib) jest
konserwatywnym rozszerzeniem teorii liczb rzeczywistych. Jest , konserwatywna” w tym sensie, ze
kazdy wynik dotyczacy liczb rzeczywistych udowodniony przy uzyciu i mozna udowodni¢ bez niego.
Konstrukcja Hamiltona pokazuje, ze zatozenie, ze liczby urojone istniejg, jest nieszkodliwe, ale
jednoczesnie pokazuje, ze nie ma potrzeby zaktadania, ze istniejg. Wszystko, co mozemy z nimi zrobi¢,
mozemy zrobi¢ bez nich, cho¢ by¢ moze nie tak tatwo. Dla wiekszo$ci matematykow tym, co zmusza
do wiary w liczby zespolone, jest to, ze dajg one wiecej, niz zagdaliSmy. To tak, jakby zawsze byty czescig
struktury matematyki, ale na poczatku zauwazylismy tylko jedng matg ni¢ w rozwigzaniu réwnan
szeSciennych. W rzeczywistosci i daje rozwigzania nie tylko réwnan szesciennych, ale wszystkich
rownan wielomianowych. To jest podstawowe twierdzenie algebry, o ktérym powiemy wiecej w
rozdziale 5. Co wiecej, chociaz i nie moze lezec¢ na linii liczb rzeczywistych, to ma sens, aby lezato na
prostopadtej linii liczb urojonych. Wystarczy wyobrazi¢ sobie ptaszczyzne liczb zespolonych, z a + ib
reprezentowanym przez punkt (a,b) w odlegtosci poziomej a od poczatku O i w odlegtosci pionowe;j b.
Zgodnie z tg interpretacjag mnozenie przez a + ib ma znaczenie geometryczne, ktdre jest szerokim

uogdlnieniem i = -1. Mianowicie mnozenie przez a + ib powieksza ptaszczyzne o Va® + b (odlegtosc
a +ib od O) i obraca jg wokét O o kat 6 = tan'b/a . Rysunek 10 przedstawia a + ib w jego kontekscie

geometrycznym.
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W szczegdblnosci mnozenie przez i obraca ptaszczyzne wokot O o kat prosty, a mnozenie przez cos 8 + i
sin O obraca jg o kat O. Tak wiec mnozenie liczb zespolonych obejmuje cata podstawowg geometrie i
trygonometrie. A to dopiero poczatek. Jak wspomniano w poprzedniej sekcji,

e = cos @ +ising.

wiec liczby zespolone faczg trygonometrie z funkcjg wyktadniczg. Krétko méwiac, liczby zespolone sg
prawdopodobnie najpotezniejszg sitg unifikujgcg i upraszczajagcg w wyiszej matematyce. Dlatego
matematycy w nie wierza.

Zagadnienia filozoficzne

Pojawienie sie algebry w Indiach i Swiecie islamskim poczgtkowo nie wptyneto na filozofie matematyki.
W rzeczywistosci autorytet Euklidesa rzadzit algebrg az do XVI wieku. Algebraicy islamscy uzasadniali
swoje dowody odwotujac sie do diagramdéw geometrycznych, a takie dowody pojawiajg sie dopiero u
Cardano (1545). Dopiero pod koniec XVI wieku, kiedy rozwinat sie nowoczesny symbolizm algebraiczny,
obliczenia algebraiczne staty sie nowg sitg w matematyce. Algebra symboliczna utorowata droge innym
gateziom matematyki symbolicznej, takim jak rachunek rdézniczkowy i catkowy, ktére filozofia
matematyki musiata ostatecznie uwzglednié. Niemniej jednak przez dtugi czas zywiono nadzieje, ze
Euklides pozostanie fundamentem matematyki.

Intuicja i logika. Algebraicy wtoscy poczatkowo uzasadniali zasady algebry (podobnie jak ich islamscy
poprzednicy) odwotujac sie do logiki geometrycznej. Jednak obliczenia Bombelliego z V-1 sugerowaty,
ze algebra ma wtasng niezalezng logike.

Znaczenie i istnienie. Liczby urojone poczatkowo miaty jedynie ,, symboliczne istnienie”, co pozwalato
na ich wykorzystanie w obliczeniach dajgcych rzeczywiste wyniki. Stajgc sie systemem regut
manipulowania symbolami, algebra zaczeta uwalniaé sie od swoich geometrycznych fundamentéw.
Jednak, co zaskakujace, liczby urojone dostarczajg nowych spostrzezen na temat geometrii.

Dyskretne i ciggte. Greckie przekonanie, ze tylko liczby wymierne sg rzeczywiscie liczbami, stopniowo
zanikato pod wptywem algebry, ktdra nalegata na akceptacje pierwiastkdw kwadratowych i
szesciennych, oraz trygonometrii, ktéra nalegata na akceptacje funkcji sinus i cosinus. Jednak nie
istniata jeszcze spdjna teoria liczb rzeczywistych —istniato jedynie przekonanie, ze mozna je modelowac¢
za pomocg punktow linii.

Rachunek réiniczkowy i catkowy oraz nieskoniczenie mate
Podglad

Wptyw algebry wzrdst w XVII wieku, najpierw w geometrii algebraicznej Fermata i Kartezjusza, a
nastepnie w rachunku nieskoniczenie matych Newtona i Leibniza. W geometrii algebra szybko



rozwigzata starozytne problemy dotyczace linii i przekrojow stozkowych i data tatwy dostep do
ogromnej klasy krzywych, ktérych Grecy ledwo dotkneli. Algebraiczne podejscie do geometrii stato sie
mozliwe dzieki arytmetyzacji linii i ptaszczyzny: identyfikowaniu punktéw linii z liczbami rzeczywistymi,
a punktéw ptaszczyzny z parami liczb rzeczywistych. Zgodnie z tg identyfikacjg wiele krzywych mozna
byto opisa¢ réwnaniami wielomianowymi, p(x,y) = 0, co pozwalato na wyodrebnianie wtasnosci
geometrycznych poprzez manipulacje algebraiczng. Rachunek rézniczkowy i catkowy rozszerzyt te idee,
umozliwiajgc operacje algebraiczne na nieskorficzenie matych — wielkosciach, ktére zachowywaty sie
jak liczby niezerowe w obliczeniach, ale byty w innym przypadku pomijalne. Na przyktad nachylenie
krzywej p(x,y) = 0 mozna obliczy¢ jako iloraz dy/dx nieskonczenie matych dx i dy, gdzie dx przyjeto jako
nieskoficzenie maty wzrost x, a dy jako odpowiadajagcy mu wzrost y. Witasciwosci przypisywane
nieskonczenie matym byty bliskie, jesli nie w rzeczywistosci, niespdjne. Jednak, podobnie jak liczby
urojone, nieskonczenie mate wydawaty sie tatwe i bezpieczne w uzyciu. Matematycy wierzyli, ze jesli
zostang wyzwani, bedg mogli odtworzy¢ wyniki rachunku nieskoriczenie matych za pomoca bardziej
rygorystycznej metody wyczerpania. Magia rachunku nieskonczenie matych polegata na jego zdolnosci
do zastepowania skomplikowanych argumentdw wyczerpania rutynowymi obliczeniami, wiec po raz
kolejny wygoda pokonata wszelkie watpliwosci co do istnienia uzywanych obiektéw matematycznych.

Szeregi nieskoriczone

WidzieliSmy juz, ze Euklides i Archimedes uzywali sum szeregdw nieskonczonych do znajdowania
pewnych pdl i objetosci. Szeregi, o ktérych mowa, byly przyktadami nieskoriczonych szeregéw
geometrycznych a + ar + ar? + ar® + . . . ; ktére majg sume a/1-r, gdy |r| < 1. Warto$é te mozna
rygorystycznie potwierdzi¢ metoda wyczerpania. Odkrywamy, ze szeregi skoiczone

4 a—ar*!

atardar-+a ...+ = I
-

ataskonczonasuma(dlaa>0i |r| < 1)jest wyraznie mniejsza niz a/1-r, ale moze przekroczy¢ dowolng
liczbe mniejsza niz a/1-r, poniewaz r™*! mozna uczyni¢ dowolnie matym, wybierajgc n wystarczajgco
duze. Dlatego tez sumy skonczone ,wyczerpujg” wszystkie liczby mniejsze niz a/1-r, a zatem suma
nieskonczona musi by¢ rowna a/1-r. Kiedy wynaleziono rachunek rézniczkowy i catkowy, okoto 1665
r., szereg geometryczny byt punktem wyjscia dla wielu innych wynikéw dotyczgcych szeregéw
nieskonczonych. Jednak zanim wynaleziono rachunek rézniczkowy i catkowy, w pietnastowiecznych
Indiach odkryto niezwykte wyniki dotyczgce szeregdw nieskonczonych w trygonometrii. Gtéwnym
wspotautorem tych odkryé byt Madhava (ok. 1340—ok. 1425 r.), a jego metody byty w duzej mierze
algebraiczne. Punktem wyjscia byt ponownie szereg geometryczny, ale nowe szeregi byly réwniez
pomystowo wykorzystywane, zwtaszcza szereg

" +2"+3 +...+n for k=1,2,3,... .

Ta ostatnia seria odegrata role, ktérg pdzniej przejat rachunek rézniczkowy i catkowy, dowodzac, ze

tan-] ©r x x f |« r<]
N X=X—==cde———d ., for < X<
3 5 7

Madhava odkryt réwniez szereg dla funkcji sinus i cosinus:
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Ta ostatnia seria, a takze pokrewne serie, zostaty ponownie odkryte w Europie w XVII wieku i odegraty
wazng role w rozwoju rachunku rézniczkowego i catkowego. Niezalezne odkrycie tych wynikéow w
Indiach i Europie byto prawdopodobnie najbardziej niezwyktym przyktadem kulturowej uniwersalnosci
matematyki od czasow twierdzenia Pitagorasa.

Geometria algebraiczna

Nieskonczone procesy na liczbach byty jednym z warunkdw wstepnych rachunku rézniczkowego i
catkowego. Innym byto zastosowanie algebry do geometrii, w skrécie geometrii algebraicznej. To
ostatnie stato sie mozliwe po ugruntowaniu sie symboliki algebraicznej w XVI wieku, co pozwolito na
wykonywanie obliczen z wielomianami z takg samg tatwoscig, jak z liczbami. W latach trzydziestych
XVII wieku Fermat i Kartezjusz byli w stanie podac algebraiczne rozwigzanie problemu, ktéry obecnie
jest zwykle rozwigzywany przez rachunek rézniczkowy i catkowy: znalezienie stycznych do krzywej
algebraicznej. Konfiguracja tego problemu jest obecnie znana uczniom szkét srednich. Kazdy punkt P
na ptaszczyinie jest dany przez uporzgdkowang pare (x,y) liczb, gdzie

x = odlegtos¢ pozioma do P od poczatku O;

y = odlegtos¢ pionowa do P od poczatku O;

Krzywa algebraiczna to krzywa, ktérej punkty spetniajg rownanie p(xy) = 0, gdzie p jest wielomianem.
Na przyktad punkty w odlegtosci 1 od O spetniajg x> + y? = 1, wiec réwnanie okregu jednostkowego to
x2+y?2- 1=0. Innym przyktadem jest parabolay =x2luby-x?= 0. Prowadzi to do klasyfikacji krzywych
wedtug stopnia wielomianu. Jesli p jest stopnia 1 —czyli p(x,y) = ax +by - c—to p(x,y) = 0 jest réwnaniem
linii. Jesli p(x,y) jest stopnia 2, to Fermat i Kartezjusz odkryli (niezaleznie), ze p(x,y) = 0 jest jednym z
przekrojow stozkowych badanych przez Grekéw. Oprécz przypadkéw zdegenerowanych, w ktérych
ptaszczyzna przecinajgca stozek spotyka go w punkcie lub liniach, sg to elipsy, parabole i hiperbole.
Typowe przyktady tych trzech typdw pokazano na Rysunku 11.
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Teraz styczna do krzywej k jest linig |, ktéra spotyka k w punkcie ,mnozenia”, w tym sensie, ze istnieje
wielokrotne rozwigzanie réwnania dla x, ktére wynika z podstawienia wyrazenia za y w | w réwnaniu
p(x,y) = 0. Ten precyzyjny warunek algebraiczny uchwyca niejasng idee, ze | spotyka k w pojedynczym



izolowanym punkcie P, ale ze kazda linia I’ przechodzaca przez P i bliska | spotyka k w P i co najmniej
jednym innym punkcie P’ w poblizu P. Rysunek 12 przedstawia te sytuacje.

,Podwadjny punkt styku” P | jest granicg dwdch punktéw styku P;P’ I, gdy linia I’ zbliza sie do |. Na
przyktad liniay = 2x - 1 jest styczna do paraboliy = x> w punkcie x, poniewaz gdy podstawimy y = 2x - 1
w y = x? otrzymamy réwnanie 2x - 1 = x* lub x* - 2x + 1 = 0. Rdwnanie to mozna zapisa¢ jako (x — 1)* =
0, co pokazuje, ze ma ono podwdjne rozwigzanie x = 1.

Podobne obliczenia (cho¢ naturalnie bardziej skomplikowane, jesli krzywa ma wyzszy stopien)
pozwalajg nam znalez¢ styczne do dowolnej krzywej algebraicznej. Jednak znalezienie obszaru miedzy
krzywa algebraiczng a osig x jest trudniejszym problemem, nawet dla krzywej y = 1/x. To wiasnie tutaj
potrzeba rachunku rézniczkowego staje sie pilna.

Rachunek nieskoriczenie matych

Algebraiczne kryterium stycznosci jest proste do sformutowania, cho¢ moze by¢ trudne w uzyciu.
Bardziej powaznym zarzutem jest to, ze dotyczy ono tylko krzywych algebraicznych, a niektore krzywe
fizycznie naturalne nie sg algebraiczne. Jednym ze znanych przyktadow jest taficuch, ksztatt wiszgcego
taincucha. tancuch wyglada raczej jak parabola, ale nig nie jest, wiec potrzebna jest inna metoda, aby
znalez¢ jej styczne. W rzeczywistosci nawet w przypadku krzywych algebraicznych pozadana jest
prostsza metoda — taka, ktdra znajduje nachylenie w dowolnym punkcie. Lepszg metodg jest rachunek
rozniczkowy, system, ktory powstat z algebry i geometrii hipotetycznych bytdw zwanych nieskonczenie
matymi. Nieskoriczenie mate byly uzywane przez wielu wczesnych wyktadnikéw rachunku
rdzniczkowego, poczawszy od lat trzydziestych XVII wieku i osiggnety dojrzatos¢ wraz z rachunkiem
nieskonczenie matych Leibniza w latach osiemdziesigtych XVII wieku. Leibniz wprowadzit oznaczenia
dx;dy;dz i tym podobne dla nieskoriczenie matych, ktére wydawaty sie by¢ wielkosciami mniejszymi od
zwyktych liczb, ale niezerowymi. Na przyktad nachylenie krzywej w punkcie (x,y) byto postrzegane jako
nachylenie dy/dx miedzy (x,y) a punktem (x + dx, y + dy) na krzywej , nieskoriczenie bliskim” (x,y). Biorac
pod uwage roéwnanie y = f (x) dla krzywej, na ogét tatwo byto obliczyé nachylenie dy/dx. WeZmy na
przyktad parabole y= x*>. W tym przypadku,

dy=(x+dx) —x = 2x dx + (dx)".

wiec



ﬂ: 2x a4+ (dx)” .
dx dx

Na tym etapie mozna swobodnie pomingé dx i wywnioskowaé, ze nachylenie y = x*> dla dowolnej
wartosci x wynosi 2x. (W szczegélnosci, gdy x = 1 nachylenie wynosi 2, wiec rdwnanie stycznej w tym
punkcie wynosiy = 2x - 1, jak stwierdzono w algebrze konwencjonalnej w poprzedniej sekcji). Podobne
obliczenia z dx i dy tatwo dajg nachylenie dowolnej krzywej algebraicznej, a zatem i styczng, w
dowolnym punkcie krzywej. W szczegblnosci nachylenie y = x” wynosi nx". Ale to tylko mata prébka
magii infinitezymali. Umozliwiajg one rdwniez obliczanie obszaréw zakrzywionych, takich jak pole pod
krzywa y = f (x). Aby to zrobi¢, nalezy rozpatrywac obszar jako funkcje A(x), biorgc obszar pomiedzy
statg wartoscig a i zmienng wartoscig x, jak na rysunku .

¥

Nieskonczenie maty wzrost dx w x powoduje nieskoriczenie maty wzrost dA w obszarze, co mozemy
zapisac

dA = f(x)dx

poniewaz dodatkowy pas dA powierzchni ma szerokos¢ dx i wysokosé¢ réznigca sie tylko nieskonczenie
matg od f(x). (Znéw wybieramy wygodny moment, aby zaniedbac nieskonczenie mate). Wnioskujemy,
dzielgc obie strony przez dx, ze

dAlx) _ ()

—_— (x)

i

Innymi stowy, A(x) jest funkcjg, ktorej wykres ma nachylenie f(x). Zatem znalezienie obszaréw pod
krzywymi jest problemem odwrotnym do znalezienia nachylei. Jesli f(x) jest funkcja, ktdéra juz
znalezlismy jako nachylenie dy/dx, to mozemy wywnioskowad, ze funkcja pola A(x) jest taka sama jak
y, przynajmniej w statej. Na przyktad, jesli A(x) jest polem pod parabolg y = x*> miedzy 0i x, to

dA/dx = X2,

i mozemy wywnioskowaé A(x) = 1/3 x3, poniewaz dy/dx = x2, gdy y = 1/3 x3, a funkcje A(x) i y zgadzaja
sie, gdy x = 0. To, w skrécie, jest rachunek nieskorfczenie matych Leibniza. Odwrotna relacja miedzy
problemami pola i stycznej nazywana jest jego podstawowym twierdzeniem. Newton odkryt podobny
rachunek, cho¢ bez wygodnej i sugestywnej notacji dx. Sztuka rachunku nieskoriczenie matych byta
zasadniczo algebrg i geometrig nieskoriczenie matych, powigzang z pewnym dobrym osgdem, kiedy
,zaniedbywad” nieskonczenie mate. (Na przyktad, podziel przez dx, zanim je zaniedbasz!)

Nieskonczenie mate: krytyka i unikanie



Nieskonczenie mate byty troche jak liczby urojone. Wydawaty sie przeczy¢ przyjetym zasadom — tak jak
liczby urojone przeczyty zasadzie, ze kwadraty sg dodatnie, nieskoriczenie mate przeczyty aksjomacie
Archimedesa dla wielkosci geometrycznych, podanemu w rozdziale 2.4 — mimo to umozliwiaty
obliczenia, ktére w innym przypadku bytyby trudne lub niemozliwe. Dla matematykéw XVII i XVIII wieku
byt to zazwyczaj wystarczajacy powdd, aby je zaakceptowad. Ale w inny sposéb nieskoriczenie mate nie
byty jak liczby urojone. Chociaz prawdg jest, ze liczby urojone nie sg czescig zwyktego systemu
liczbowego, system ten mozna tatwo rozszerzyé¢, aby je uwzglednié — na przyktad definiujgc liczby
urojone jako uporzadkowane pary zwyktych liczb, jak zrobit to Hamilton w 1835 roku. Rozszerzenie
systemu liczbowego o nieskoriczenie mate nie jest wcale tak tatwe ani wygodne. Nie wiedziano nawet,
ze jest to mozliwe az do XX wieku, dtugo po tym, jak matematycy zdecydowali, ze lepiej unikaé
nieskonczenie matych, tak jak

Euklides i Archimedes unikali nieskoriczonosci.

Kiedy rachunek nieskonczenie matych byt w powijakach, byto dosé tatwo, cho¢ zmudnie, zastgpic
nieskonczenie mate argumenty metodg wyczerpania. Ale gdy nieskoriczenie mate algebra i geometria
rosty w site, a wiara w ich poprawnos¢ rosta, stato sie niewdziecznym zadaniem przepisywanie
argumentow w rygorystyczny, starozytny sposéb. Juz w 1659 roku Huygens napisat:

Matematycy nigdy nie bedg mieli wystarczajgco duzo czasu, aby przeczytaé wszystkie odkrycia w
geometrii (ilos¢, ktdra rosnie z dnia na dzient i wydaje sie prawdopodobne, ze w tej naukowej epoce
rozwinie sie do ogromnych rozmiaréw), jesli bedg one nadal przedstawiane w rygorystycznej formie
zgodnie ze sposobem starozytnych

Filozofowie stusznie wysmiewali koncepcje nieskonczenie matych — Berkeley nazywat je ,duchami
minionych wielkosci” — z powodu luZznego i czasami niespdjnego sposobu, w jaki byli wykorzystywani
przez matematykow. Ale matematycy nie zrezygnowali catkowicie z nieskoriczenie matych, dopdki nie
zostali do tego zmuszeni z przyczyn matematycznych. A kiedy to zrobili, byto to czescig ogdlnej
rewolucji w matematyce, ktéra zastgpita geometrie arytmetykg w podstawach matematyki.
Zobaczymy, jak do tego doszto w nastepnych dwdéch sekcjach.

Analiza zespolona

Rachunek rézniczkowy i catkowy oraz liczby urojone, choé oba miaty watpliwe pochodzenie, utworzyty
potezny sojusz w XVIII i XIX wieku. Najbardziej niezwyktymi sojusznikami byty funkcje kotowe i
wyktadnicze, ktére badano oddzielnie w XVII wieku i stwierdzono, ze mozna je wyrazi¢ za pomocg
szeregow nieskoniczonych. Okoto 1670 roku Newton odkryt szereg dla funkcji wyktadniczej,
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i on i inni odkryli na nowo szereg sinuséw i cosinuséw, ktére zostaty juz odkryte w Indiach:
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Zastgpienie x przez ix w szeregu dla ex daje cudowny wzér



¢ = cosx -+ sinx,
odkryte przez Eulera (1748). Wzér ten nie tylko pozwala na wyrazenie sinusa i cosinusa za pomocg
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ale zwraca réwniez uwage na ich ,hiperboliczne” odpowiedniki:
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Ta analogia moze pomac wyjasnié szalone przypuszczenie Lamberta (1766, §82). Lambert wprowadzit
funkcje hiperboliczne i bez watpienia byt Swiadomy wzordw trygonometrii sferycznej, ktére obejmuja
sinus i cosinus. Mogt wtedy zgadngd, ze analogiczne wzory obejmujgce sinus hiperboliczny i cosinus
opisujg trygonometrie na ,sferze o promieniu urojonym”. Jedli tak, moze to wyjasni¢ jego
przypuszczenie z 1766 r., ze geometria nieeuklidesowa moze obowigzywac na sferze urojonej.

Zagadnienia filozoficzne

Zanim omowimy rachunek rézniczkowy i catkowy, nalezy wspomnie¢ o waznym produkcie ubocznym
ksigzki Kartezjusza (1637) o geometrii algebraicznej — mnozeniu dtugosci. Jak wspomnielismy, istnieje
naturalna suma dtugosci, ktdra sama w sobie jest dtugoscig, ale Euklides i jego nastepcy uznali iloczyn
dwadch dtugosci za pudetko, co powaznie ograniczyto jakgkolwiek algebre diugosci. Istnieje jednak inny
sposdb zdefiniowania iloczynu dtugosci, oparty na proporcjonalnosci tréjkatow podobnych (rysunek
14). Aby to zrobi¢, wybieramy dtugos¢ jednostkowg, oznaczong 1 i konstruujemy tréjkaty podobne
zawierajgce dtugosci a i b w pokazanych pozycjach. Nastepnie wynika z proporcjonalnosci, ze tak jak
przedtuzenie dtugosci 1 jest dtugoscig b, przedtuzenie dtugosci a jest dtugoscig ab. Kartezjusz
wykorzystat ten fakt do zdefiniowania iloczynu dtugosci, nadajgc w ten sposéb dtugosciom strukture
algebraiczng podobng do struktury liczb. Wskazat rowniez na prostg konstrukcje geometryczng
(réwniez obejmujgcg podobne tréjkaty) dla pierwiastka kwadratowego z dowolnej dtugosci. W ten
sposdb Kartezjusz (1637) zmidtt niektére ze starozytnych problemdéw stawianych przez istnienie
niewymiernych dtugosci:

dtugosci zachowuja sie jak liczby, a rozsgdne byto, aby pierwiastek kwadratowy z dowolne;j liczby byt
liczba. Ale gdy tylko usunieto jedng trudnos¢ filozoficzng, rachunek rézniczkowy i catkowy stworzyt
kolejng. W rzeczywistosci wynalezienie rachunku rézniczkowego i catkowego zaktécito filozofie
matematyki by¢ moze bardziej niz jakiekolwiek wydarzenie od czasu odkrycia niewymiernych
wielkosci. Filozofowie stusznie kwestionowali koncepcje nieskoriczenie matych, ale matematycy
poczatkowo ignorowali ich krytyke i nadal wierzyli, ze mogg uzyska¢ wyniki rachunku rézniczkowego i
catkowego za pomocg metod Euklidesa (cho¢ rzadko to faktycznie robili). Powstat impas, ktéry nie
zostat przetamany az do roku 1800, kiedy matematycy musieli przyzna¢, ze Euklides nie byt, mimo
wszystko, odpowiednim fundamentem dla matematyki.

Intuicja i logika. Intuicja odgrywata wiodaca role w rachunku rézniczkowym (i nadal odgrywa), gdzie
,hieskonczenie bliskie punkty na krzywej” i ,nieskoriczenie cienkie paski” byty uzywane do tworzenia
rownan do obliczania stycznych i powierzchni. Jednak gdy réwnania zostaty znalezione, sita symboliki
algebraicznej (w algebrze nieskonczenie matych) przewazyta. Matematycy wierzyli w rachunek
rézniczkowy ze wzgledu na jego niesamowity sukces w rozwigzywaniu problemow z geometrii i



mechaniki. Uwazali rowniez, ze stojg na solidnym gruncie, wierzac, ze wszystkie ich wyniki mozna
uzyskac rygorystycznie metoda wyczerpania.

Znaczenie i istnienie. Jednak, jak zauwazyt Berkeley, istnienie nieskornczenie matych byto wysoce
watpliwe, wiec co wyjasniato ich sukces? (Przed Berkeleyem Hobbes ostro krytykowat rachunek
rézniczkowy i catkowy oraz stosowanie algebry w geometrii. Zniszczyt jednak swojg wiarygodnosc
wéréd matematykdw, proponujac nie do utrzymania teorie okregu — twierdzac, ze zawiera on tylko
skonczenie wiele punktéw — i twierdzac, ze w ten sposdb rozwigzuje starozytny problem , kwadratury
okregu”.)

Dyskretne i ciggte. Z drugiej strony, nieskonczenie mate liczby stanowity nowy pomost (cho¢ chwiejny)
miedzy dyskretnym a ciggtym. Obraz kontinuum byt niejasny i by¢ moze sprzeczny, ale mozna byto
poprawnie obliczyé dtugosci i pola. Wiec moze nieskoriczenie mate liczby mogtyby pomdc wyjasnic
nature kontinuum? W dtuzszej perspektywie okazato sie, ze problemy podnoszone przez nieskoriczenie
mate liczby to problemy dotyczace natury kontinuum, a w szczegdlnosci jego natury jako szczegdlnego
rodzaju nieskorczonego zbioru. W kolejnych dwdch sekcjach zobaczymy, jak rozwinat sie ten problem
i jego filozoficzne implikacje.

Funkcje ciggte i liczby rzeczywiste
PODGLAD

Rachunek rézniczkowy i catkowy modgt zajmowac sie wieloma konkretnymi funkcjami, ale ogdlne
pojecie funkcji pozostato niejasne. Okoto 1800 roku konieczne stato sie udowodnienie pewnych
ogdlnych wtasnosci funkc;ji ciggtych — co zaskakujace, w celu udowodnienia podstawowego twierdzenia
algebry. Po kilku watpliwych prébach udowodnienia tego twierdzenia w XVIII wieku Gauss
zaproponowat kilka dowoddéw. Najbardziej przekonujgcy byt jeden z nich autorstwa Gaussa (1816),
ktory sprowadzit twierdzenie do szczegdlnego przypadku wielomiandw nieparzystych stopni. Taki
wielomian p(x) przyjmuje wartosci, ktdre zmieniajg sie ,ciggle” od dodatnich (dla duzego dodatniego
x) do ujemnych (dla duzego ujemnego x). Wydaje sie wtedy oczywiste, ze wielomian przyjmuje gdzies
wartos$¢ 0, co jest wymagane w przypadku podstawowego twierdzenia. Bolzano (1817) potozyt palec
na kluczowym zatozeniu dowodu Gaussa, twierdzeniu o wartosci posredniej dla funkc;ji ciggtych: jesli f
(x) jest funkcjg, ktéra zmienia sie w sposdéb ciggty od ujemnej do dodatniej, gdy x sie zmienia, to f (x) =
0 dla pewnej wartosci x. Bolzano byt w stanie poda¢ zadowalajgcg definicje ciggtosci, ale aby
udowodni¢ twierdzenie o wartosci posredniej, musiat zatozy¢ wtasnos¢ liczb rzeczywistych, wtasnosc¢
najmniejszej gérnej granicy: jesli S jest ograniczonym zbiorem liczb rzeczywistych, to S ma najmniejszg
gorng granice. Nie byto mozliwe udowodnienie wtasnosci najmniejszej gérnej granicy z geometrycznej
koncepcji liczby rzeczywistej Euklidesa, ktéra do tej pory byta uwazana za wystarczajgcg. W koricu
trzeba byto zmierzy¢ sie z niedokoriczonym zadaniem pogodzenia dyskretnosci z ciggtoscia

Podstawowe twierdzenie algebry

WidzieliSmy , ze istnieje wzér na rozwigzywanie réwnan szesciennych, opublikowany po raz pierwszy
przez Cardano w 1545 r. W tej samej ksigzce Cardano opublikowat rowniez wzér na rozwigzywanie
réwnan kwartalnych (czwartego stopnia). Oba wzory wyrazajg rozwigzanie za pomocg wspotczynnikéw
réwnania, operacji wymiernych +; -; x; +; oraz pierwiastkéw kwadratowych i szesciennych. Wzbudzito
to nadzieje na podobne rozwigzania rGwnan wyzszego stopnia — rozwigzania przez pierwiastki (n-tego
stopnia), jak je nazywano. Nadzieja ta zostata ostatecznie rozwiana w latach dwudziestych XIX wieku
przez Abela i Galois, ktorzy wykazali, ze takie wzory nie istniejg dla réwnan pigtego stopnia i wyzszych.
Ale zanim rozwigzanie przez pierwiastki zostato wykluczone, Gauss zasugerowat juz inne podejscie do
réwnan wielomianowych: zadowalac¢ sie udowodnieniem istnienia rozwigzania, zamiast znajdowac je



we wzorze. Okoto 1800 roku Gauss przedstawit kilka dowodow w tym stylu, ktorych kluczowym
sktadnikiem byto odwotanie sie do wtasnosci funkcji ciggtych. Uproszczenie mozliwe dzieki dowodowi
istnienia mozna zilustrowaé¢ w przypadku réwnania szesciennego, powiedzmy x> - x + 2 = 0. Jedli
przyjrzymy sie wykresowiy = x3 - x + 2

, od razu stanie sie jasne, dlaczego x* - x + 2 = 0 dla pewnej wartosci x. Wykres przechodzi nieprzerwanie
od wartosci ujemnych (dla duzych ujemnych wartosci x) do wartosci dodatnich (dla duzych dodatnich
wartosci x), a zatem gdzies przyjmuje wartos¢ 0. Ten sam argument dotyczy dowolnego wielomianu
nieparzystego stopnia. W 1816 roku Gauss rozszerzyt go na wielomiany dowolnego stopnia za pomoca
pewnej pomystowej algebry, ktéra redukuje rozwigzanie réwnania stopnia 2n do rozwigzania réwnania
kwadratowego (gdzie rozwigzanie moze by¢ zespolone) i réwnania stopnia n. Wielokrotne dzielenie
stopnia na pét prowadzi do réwnania o nieparzystym stopniu, a zatem istnieje rozwigzanie. Tak wiec
argument Gaussa (1816) redukuje istnienie rozwigzan dowolnego rownania wielomianowego —
podstawowego twierdzenia algebry, jak sie je obecnie nazywa — do pewnej algebry plus pozornie
oczywistego faktu dotyczacego funkcji ciggtych. Gauss chetnie zaktadat fakty dotyczace ciggtosci, ale w
rzeczywistosci stat na skraju nowego sSwiata rzeczywistej analizy, w ktérym w centrum uwagi
znajdowata sie natura i wtasciwosci funkcji ciggtych.

Twierdzenie o wartosci posredniej

Co ciekawe, dowdd Gaussa (1816) zostat natychmiast zauwazony, a jego kluczowa idea dotyczaca
funkcji ciggtych zostata sformutowana jako twierdzenie przez Bolzano (1817). To wtasnie nazywamy
obecnie twierdzeniem o wartosci posredniej.

Twierdzenie o wartosci posredniej. Jesli f jest funkcjg ciggta, zdefiniowanga dla x, dla ktéregoa<x<b,
if(a)<0if(b)>0,tof(c) =0 dla pewnego c miedzy aib.

Aby sformutowaé twierdzenie, Bolzano musiat zdefiniowac, co oznacza ,ciggty”, i stworzyt zasadniczo
nowoczesng definicje: f jest ciggta w x, jesli dla kazdego € > O istnieje 6 > 0 takie, ze |x- X' | < & implikuje
[f(x) - f(x')] < &. (MAwigc mniej formalnie: mozemy sprawié, by f(x’) byto tak bliskie f(x), jak chcemy,
wybierajgc X’ wystarczajgco blisko x.) Wtedy f jest po prostu ciggte dla x od a do b, jesli f jest ciggte w
X, gdy a £ x < b. Nawet gdy jest to sformutowane nieformalnie, nie jest jasne, czy ta definicja méwi, co
ma oznaczac ,,ciggty”. Wolelibysmy powiedzie¢ ,wykres y = f(x) jest nieprzerwany” lub co$ w tym stylu
— W rzeczywistosci co$ w rodzaju twierdzenia o wartosciach posrednich. Nadzwyczajny wglad Bolzano
doprowadzit go do definicji, ktéra pozwala, aby niejasna globalna wtasnos¢ nieprzerwalnosci wynikata
z doktadnej lokalnej wtasnosci ciggtosci w punkcie. Bolzano z pewnoscig miat wiasciwg definicje
ciggtosci, aby udowodni¢ twierdzenie o wartosciach posrednich, ale jego dowéd zalezat od
nieudowodnionej wtasnosci liczb. Byta to zasada najmniejszej gérnej granicy, stwierdzajaca, ze kazdy
ograniczony zbidr liczb ma najmniejszg gdérng granice. Bolzano mdgt podac jedynie mgliste
uzasadnienie tej zasady, poniewaz miat jedynie mglistg, geometryczng koncepcje linii liczbowej. Nie



byto mozliwe pdjscie dalej, dopdki koncepcja liczby nie zostata zdefiniowana w sposdb czysto
arytmetyczny.

Definicja liczb rzeczywistych

Kilka dekad po Bolzano, ktérego praca nie wzbudzita wiekszego zainteresowania, Dedekind
doswiadczyt podobnego niezadowolenia z intuicyjnych argumentéw w rachunku rézniczkowym i
catkowym. W swojej broszurze z 1872 r. Continuity and Irrational Numbers napisat:

Jako profesor w Szkole Politechnicznej w Zurychu po raz pierwszy poczutem sie zobowigzany do
wygtoszenia wyktadu na temat elementdw rachunku rdézniczkowego i bardziej niz kiedykolwiek
wczesniej odczutem brak prawdziwie naukowych podstaw dla arytmetyki. Dyskutujgc na temat pojecia
zblizania sie zmiennej wielkosci do ustalonej wartosci granicznej, a zwtaszcza dowodzac twierdzenia,
ze wielkos¢, ktdra rosnie w sposdb ciggly, ale nie poza wszelkie granice, musi z pewnoscig zbliza¢ sie
do wartosci granicznej, uciekatem sie do argumentéw geometrycznych... doktadniejsze badanie
przekonato mnie, ze twierdzenie to lub jakiekolwiek inne réwnowazne mu twierdzenie mozna w jakis$
sposdb uznac¢ za wystarczajacg podstawe do analizy nieskoriczenie matej. Pozostato mi tylko odkry¢
jego prawdziwe pochodzenie w elementach arytmetyki i w ten sposdb jednoczesnie zabezpieczyé
rzeczywistg definicje istoty ciggtosci. Udato mi sie to 24 listopada 1858 r.

Przez ,ciggtos¢” Dedekind rozumie to, co obecnie nazywamy spdjnoscig liczb rzeczywistych;
nieformalnie, ze ,,nie majg luk”. Pod tym wzgledem kontrastujg z liczbami wymiernymi, ktére majg luke
w pozycji V2 i wielu innych miejscach. Czym doktadnie jest luka w liczbach wymiernych? Jest to podziat
liczb wymiernych na dwa zbiory L i U, tak ze kazdy element U jest wiekszy niz kazdy element L; L nie
ma najwiekszego elementu, a U nie ma najmniejszego elementu. Luka w V2, na przyktad, ma gérny
zbidér U sktadajgcy sie ze wszystkich dodatnich liczb wymiernych z kwadratem wiekszym niz 2, a dolny
zbidr L sktadajacy sie ze wszystkich pozostatych liczb wymiernych. Poniewaz V2 nie jest wymierne, L
nie ma najwiekszego elementu, a U nie ma najmniejszego. Ogdlnie rzecz biorac, kazda liczba
niewymierna odpowiada luce w liczbach wymiernych, ktdrg Dedekind nazwat cieciem. Ta idea jest
wyraznie podobna do traktowania wielkosci niewymiernych w Ksiedze V Elementéw Euklidesa, z tym
wyjatkiem, ze nieskoriczone zbiory nie sg juz unikane. Smiatym, ale prostym pomystem Dedekinda byto
uzywanie nieskonczonych zbioréw jako obiektdw matematycznych. ,Luka w liczbach wymiernych” jest
wowczas sensownym obiektem matematycznym — parg zbioréw L; U z powyzszymi wtasnosciami —
ktérg mozemy przyjac, aby zdefiniowac liczbe niewymierng. Tak wiec liczby wymierne i niewymierne
razem tworzg system liczbowy bez luk, ktéry obecnie nazywamy systemem liczb rzeczywistych R.
Opierajac liczby rzeczywiste na liczbach wymiernych w ten sposoéb, Dedekind odkryt, ze ich spdjnosé
ma swoje ,prawdziwe zrédto w elementach arytmetyki”. Co wiecej, tatwo jest pokazaé, ze algebraiczne
wiasnosci liczb wymiernych (takich jak a + b = b+ a i ab = ba) przenoszg sie na liczby rzeczywiste w
sposdb naturalny. A stosujgc koncepcje zbioru, Dedekind odkryt, ze réwnie tatwo jest udowodnié
zasade najmniejszej gérnej granicy Bolzano, a zatem zapewni¢ arytmetyczne podstawy dla analizy
rzeczywistej. Aby udowodnic zasade najmniejszej gérnej granicy, najpierw przedstawiamy kazda liczbe
rzeczywistg x za pomoca zbioru Ly liczb wymiernych, ktéry jest ograniczony z géry i ,zamkniety z dotu”:
to znaczy z wlasnoscig, ze jeslir € Lyis <r, to s < Ly Dla liczby niewymiernej x, Lk jest L w parze L; U,
ktora definiuje x; dla liczby wymiernej x przyjmujemy, ze Ly jest zbiorem liczb wymiernych < x. Ta
reprezentacja ma wygodng wtasnos¢, ze uporzgdkowanie liczb rzeczywistych odpowiada zawieraniu
zbioru: mianowicie, x <y wtedy i tylko wtedy, gdy Lx €L,. Wtedy, jesli mamy ograniczony zbidr liczb
rzeczywistych x, zbiory Ly sg rowniez ograniczone, a zatem ich suma L rowniez. Wynika z tego, ze liczba
rzeczywista | okreslona przez zbiér L jest najmniejszg gérng granica liczb x.

Kontrintuicyjne krzywe



Wypedzajgc intuicje geometryczng z podstaw analizy, Bolzano i Dedekind umozliwili badanie i
doktadng analize obiektdw kontrintuicyjnych. Dla niektdrych matematykéw byt to szokujacy rozwdéj
sytuacji i ,odwrdcili sie z przerazeniem i obrzydzeniem od tej strasznej zarazy” (parafrazujac list
Hermite'a do Stieltjesa z 1893 r.). Ale dla innych byto to mile widziane, oferujgc nie tylko rygor, ale
takze sposdb na rzeczywiste wyostrzenie intuicji i zobaczenie rzeczy, ktérych naiwna intuicja nie
potrafita. Stary formalizm nieskonczenie matych nie byt wystarczajgco ostry, poniewaz sugeruje, ze
ciggta funkcja y = f(x) to taka, dla ktérej nieskoriczenie mata zmiana dx w x powoduje nieskorczenie
matg zmiane dy w y. Notacja ta prowadzi nas nastepnie do przekonania, ze dy=dx istnieje; to znaczy,
ze wykres ciggtej funkcji y = f(x) ma nachylenie w kazdym punkcie. Rzeczywiscie, Newton i inni twércy
rachunku rézniczkowego i catkowego wierzyli w to samo. Ale sie mylili: Bolzano i inni matematycy XIX
wieku odkryli, ze istniejg ciggte krzywe bez stycznej w zadnym punkcie i inne kontrintuicyjne
wiasciwosci. Piekny przyktad krzywej bez stycznych, uzyskanej jako granica ciggu krzywych
wielokatnych, podat von Koch (1904). Mysle, ze jest ,intuicyjne”, ze ten cigg ma ciagta krzywa
graniczna. Ale mozna tez ,zobaczy¢”, ze nie ma stycznych. Z jego konstrukcji jasno wynika, ze krzywa
graniczng mozna podzieli¢ na cztery czesci (odpowiadajgce czterem odcinkom linii na drugim rysunku),
z ktérych kazda wyglada doktadnie tak samo jak cata krzywa po powiekszeniu przez 3. Ale gdyby krzywa
miata styczng w dowolnym punkcie, otoczenie tego punktu statoby sie prostsze po powiekszeniu. Wiele
innych przyktadéw dziwacznych obiektéw, ktére intuicja moze poja¢, mozna znalezé w ksigzce
Vilenkina In Search of Infinity (1995). Pokazujg one, ze nasza geometryczna intuicja jest zdolna do
znacznie wiecej, niz sadzili matematycy przed XIX wiekiem. Niemniej jednak w XIX wieku pojawity sie
inne wyzwania dla intuicji, jak zobaczymy w nastepnej sekgcji.

Zagadnienia filozoficzne

Dowdd twierdzenia o wartosciach posrednich to konstrukcja nieskoriczona, ktéra obejmuje punkt c,
gdzie f(c) = 0, poprzez wielokrotne dzielenie na p6t przedziatu, w ktérym powinno znajdowac sie c. Nie
rézni sie to az tak bardzo od klasycznego dowodu przez wyczerpanie (zaktadajgc istnienie
najmniejszych gdérnych granic), z wyjatkiem tego, ze zalezy od ,danej” funkcji f. W czasach Bolzano nie
byto jasne, co to oznacza, co wywotato podejrzenie, ze twierdzenie o wartosciach posrednich jest
czysto twierdzeniem o istnieniu, w ktdrym obiekt c jest rzekomo istniejgcy, ale nie skonstruowany.

W rzeczywistosci konstrukcja ¢ nie stanowi problemu, gdy f jest wielomianem, jak w podstawowym
twierdzeniu algebry. Jednak pdzniej pojawito sie wiecej twierdzen o istnieniu dotyczacych funkcji
ciggtych, ktére staty sie koscig niezgody z , konstruktywistami” pod koniec XIX wieku. W kazdym razie
bardziej problematyczng czescig dowodu Bolzano jest zdefiniowanie liczb rzeczywistych w taki sposdb,
aby zagwarantowaé najmniejszg wtasnosé gérnej granicy, a takze ich strukture algebraiczng: krétko
mowigc, arytmetyzacja linii. Doprowadzito to do wybuchu nieprzewidzianych probleméw
filozoficznych, jak zobaczymy w dwdch nastepnych sekcjach. Ale w bezposrednim nastepstwie Bolzano
i Dedekinda pojawito sie juz kilka problemdw.

Intuicja i logika. Wbrew intuicji, ze algebra jest dyskretna, podstawowe twierdzenie algebry wydaje sie
obejmowacd ciggtos¢. A intuicja dotyczgca krzywych ciggtych (i rachunku rézniczkowego w ogéle)
wymaga gtebszego fundamentu w arytmetycznej teorii liczb rzeczywistych.

Znaczenie i istnienie. Co oznacza udowodnienie istnienia, nie podajgc wzoru na obiekt, o ktérym
twierdzi sie, ze istnieje? Czym doktadnie sg liczby rzeczywiste i co wyjasnia ich zupetnos¢; to znaczy ich
domkniecie w réznych nieskonczonych operacjach? (Definicja Dedekinda daje jedng odpowiedz; czy
istniejg alternatywy?)



Dyskretne i ciggte. W szczegdlnosci, jak najlepiej mozemy — unikajagc watpliwych sSrodkow
nieskonczenie matych — zdefiniowac¢ ciggte (liczby rzeczywiste) w kategoriach dyskretnych (liczb
naturalnych)?

Od geometrii nieeuklidesowej do arytmetyki
PODGLAD

Tymczasem Euklidesowi brakowato czegos innego. Przez setki, jesli nie tysigce lat, aksjomat
rownolegtosci byt uwazany za niepotrzebng skaze na systemie Euklidesa. Wielu matematykéw
probowato udowodnic go za pomocg innych aksjomatéw Euklidesa, ale do 1800 roku nadzieje zaczety
stabngé. Niektdérzy zaczeli rozwazaé co$ wczesniej nie do pomyslenia: geometrie nieeuklidesowg, w
ktérej aksjomat réwnolegtosci byt fatszywy. Ta dziwna, ale cudowna geometria byta poczgtkowo
badana tylko hipotetycznie. Ale Beltrami (1868) znalazt jej modele, pokazujgce, ze geometria
nieeuklidesowa jest réwnie spdjna jak euklidesowa. Dzieki temu odkryciu geometria euklidesowa
stracita swojg uprzywilejowang pozycje u podstaw matematyki (i jako domniemana geometria
przestrzeni fizycznej). Nadszedt czas na zbudowanie nowego fundamentu matematyki, a arytmetyka
byta gotowa zaja¢ miejsce geometrii. Dedekind znalazt arytmetyczng definicje osi liczb rzeczywistych
R, na ktérej mozna byto zbudowac¢ nowy fundament geometrii i analizy: rzeczywiste przestrzenie
wektorowe Grassmanna.

Aksjomat réwnolegtosci

Jak widzielisSmy w poprzedniej sekcji, matematycy w pierwszej potowie XIX wieku stracili wiare w
intuicje geometryczng na poziomie mikro, gdzie nie udato sie jej uchwyci¢ lokalnej natury linii. W mniej
wiecej tym samym okresie nastgpita rowniez utrata wiary w intuicje geometryczng na poziomie makro,
gdzie nie udato sie jej uchwycié¢ globalnej natury linii — w szczegdlnosci zachowania réwnolegtosci.
Sekcja wczesdniejsza pokazata, gdzie lezy problem: w aksjomacie rownolegtosci Euklidesa, ktory
implicite twierdzi, ze istniejg i niepowtarzalno$é réwnolegtosci. Aksjomat réwnolegtosci byt bardzo
uzytecznym aksjomatem, uzywanym w dowodzie wielu sygnaturowych twierdzen geometrii Euklidesa,
takich jak twierdzenie Pitagorasa. W rzeczywistos$ci nawet istnienie kwadratow zalezy od aksjomatu
réwnolegtosci, poniewaz do udowodnienia, ze suma katéw trdjkata wynosi i, a zatem, ze suma katoéw
czworokata wynosi 2m, potrzebne sg niepowtarzalne réwnolegtosci. Inng wazng konsekwencjg
aksjomatu réwnolegtosci, ktéra dobrze wspétgra z naszym doswiadczeniem, jest to, ze figury dowolne;j
wielkosci mogg miec ten sam ksztatt. Dla wielu takie twierdzenia byty bardziej akceptowalne niz sam
aksjomat réwnolegtosci i znaleziono dowody, Zze implikujg aksjomat rownolegtosci. Ostateczng
nadziejg byto to, ze inne aksjomaty Euklidesa — ktére sg z pewnoscig bardziej prawdopodobne niz
aksjomat réwnolegtosci — mogg zostac¢ uznane za implikujgce aksjomat réwnolegtosci, tak aby mozna
byto usungc te ,skaze” na Euklidesie. Inne aksjomaty Euklidesa moéwig bezsporne rzeczy, takie jak:
istnieje jedyna prosta przechodzaca przez dowolne dwa punkty, proste sg nieskoriczone, a jesli dwa
tréjkaty sg zgodne co do dwdch bokéw i kata zawartego, to sg zgodne co do wszystkich bokdw i
wszystkich katéw. Jesli wezmie sie inne aksjomaty i doda aksjomat, ze rownolegte nie sg jedyne,
nadzieja byta taka, ze zostanie odkryta sprzecznos$¢. Pierwszym, ktéry zajat sie nieuchwytna
sprzecznoscia, byt Saccheri (1733) w swojej ksigzce Euclid Vindicated from Every Blemish. Nie byto
zaskoczeniem, ze odkryt, ze aksjomaty te implikujg, ze suma katéw tréjkata jest mniejsza niz i, a suma
katow czworokata jest mniejsza niz 2. Odkryt réwniez, co byto jeszcze bardziej zaskakujace, ze dwie
linie mogg by¢ asymptotyczne; to znaczy, ze mogg sie one dowolnie zbliza¢ do siebie, nie spotykajac
sie. Saccheri uznat to za ,,odrazajace dla natury linii prostych”, ale mimo to nie byto to sprzecznoscis.
W rzeczywistosci byto to dokfadne spojrzenie na $wiat nieeuklidesowy.

Geometria nieeuklidesowa



W pierwszych dekadach XIX wieku matematycy zaczeli badac hipotetyczny sSwiat nieeuklidesowy mniej
sceptycznie. Sam Gauss zdawat sobie sprawe z implikacji niejednoznacznych paraleli, ale bat sie je
opublikowaé. W latach dwudziestych XIX wieku Bolyai i Lobachevsky samodzielnie opracowali i
opublikowali podstawowe twierdzenia. W latach trzydziestych XIX wieku w pracy Mindinga pojawita
sie réwniez wskazowka, ze wzory trygonometrii nieeuklidesowej majg sens na niektérych
powierzchniach w ksztatcie siodfa. Te wzory, ktdre sg podobne do wzoréw trygonometrii sferycznej, z
tg rdznicg, ze sinus i cosinus sg zastgpione ich hiperbolicznymi analogami, sg prawdziwe, jesli , linie”
zostang uznane za geodezyjne — krzywe o najkrdtszej dtugosci — na powierzchni. Jednak odkrycie
Mindinga nie bylo petng realizacjag geometrii nieeuklidesowej, poniewaz jego powierzchnie byty
niekompletne — nie dopuszczaty nieskoniczonych ,linii” w kazdym kierunku. Trudno$ci modelowania
geometrii nieeuklidesowej zostaty ostatecznie przezwyciezone przez Beltramiego (1868) poprzez
ztagodzenie definicji ,odlegtosci”. W rzeczywistosci Beltrami znalazt kilka realizacji lub modeli
geometrii nieeuklidesowej, w ktérych ,linie” byly catkiem eleganckie i naturalne. By¢ moze
najtatwiejszy do zrozumienia jest model dysku konforemnego pokazany na rysunku 17. Na tym rysunku
,ptaszczyzna” jest wnetrzem dysku, wiec jego ,,punkty” sg punktami wewnatrz granicy dysku. Jego
,linie” sg tukami kotowymi prostopadtymi do granicy dysku, a ,katy” sg rzeczywistymi kagtami miedzy
,liniami”. (Dlatego model ten nazywa sie konforemnym, co oznacza, ze wiernie przedstawia katy.)
Koncepcja odlegtosci jest za posrednictwem pewnego wzoru, ktérego nie podam, ale mozna uzyskac
ogoblne wrazenie ,odlegtosci” w nastepujgcy sposdb. Na rysunku przedstawiono wiele ,tréjkatéw”, z
ktérych kazdy ma ten sam ksztatt, poniewaz ma katy m/2;m/3;m/7 (tak wiec, jak wszystkie tréjkaty
nieeuklidesowe, majg sume katdéw < 1t). Poniewaz figury o tym samym ksztatcie majg ten sam rozmiar
w geometrii nieeuklidesowej, wszystkie te tréjkaty majg ten sam nieeuklidesowy rozmiar. W
szczegblnosci widaé, ze ptaszczyzna nieeuklidesowa i jej , linie” sg nieskoriczone, poniewaz kazda linia
przechodzi przez nieskonczenie wiele tréjkatéw na swojej drodze do granicy dysku. Mozna réwniez
zgadnag, ze ,linie” sg krzywymi o najkrétszej ,dtugosci”, poniewaz wydaje sie, ze ,linia” daje najkrotsza
Sciezke miedzy dowolnymi dwoma punktami, jesli mierzy sie jg liczbg tréjkatow, przez ktore
przechodzi.

Wptyw geometrii nieeuklidesowej

Geometria nieeuklidesowa ostatecznie zabita wszelkie szanse na wydedukowanie aksjomatu
réownolegtosci z innych aksjomatdow Euklidesa, poniewaz inne aksjomaty obowigzujg w modelu
Beltramiego, ale aksjomat réwnolegtosci nie. Oczywiscie istniejg modele, w ktdrych aksjomat
rownolegtosci obowigzuje, wiec widzimy, ze aksjomat jest niezalezny od innych aksjomatéw i mozna
go zastgpi¢ nieeuklidesowym aksjomatem réwnolegtosci, stwierdzajgcym istnienie wielu
rownolegtosci, bez obawy o sprzecznos$é. Bezposrednim skutkiem tego odkrycia — pierwszego

dowodu niezaleznosci w matematyce — byta zwiekszona nieufnos¢ do geometrii Euklidesa jako
podstawy matematyki i zwiekszone poparcie dla arytmetyki. W rzeczywistosci, jak zobaczymy w
nastepnej sekcji, arytmetyczne podejscie do geometrii oparte na rzeczywistych przestrzeniach
wektorowych byto gotowe do wdrozenia, chociaz niewielu matematykdéw byto gotowych je zrozumiec.
Z pewnoscig arytmetyzacja analizy zyskiwata poparcie. Dzieki wptywowi Weierstrassa, ktéry
zaproponowat arytmetyczng definicje liczb rzeczywistych niezaleznie od Dedekinda w 1864 r., dowody
arytmetyczne podstawowych twierdzen o funkcjach ciggtych (a zatem i podstawowego twierdzenia
algebry) zaczety krazy¢ w latach 70. XIX wieku. Innym niezwyktym odkryciem, dokonanym przez
Poincarégo i Kleina w latach 80. XIX wieku, byto to, ze geometria nieeuklidesowa byta juz obecna w
matematyce. Zauwazyli, ze w zachowaniu funkcji na jednostkowym dysku liczb zespolonych wystepuje
okresowos¢ nieeuklidesowa i ze zjawisko to zostato zaobserwowane wczesniej przez Gaussa, Riemanna
i Schwarza, nie zdajac sobie sprawy z jego znaczenia geometrycznego. Schwarz (1872) stworzyt nawet



diagramdysku, ktory nie jest niczym innym, jak teselacjag modelu dysku konforemnego przez
przystajgce trojkaty nieeuklidesowe! Odkrycia te ugruntowaty pozycje geometrii nieeuklidesowej w
matematyce, a takze w arytmetyce liczb zespolonych. Poza geometrig niezalezno$¢ aksjomatu
rownolegtosci zapowiadata inne dowody niezaleznosci w matematyce. W przypadkach, gdy nie
wiadomo, ze zdanie ¢ jest konsekwencjg aksjomatéow P , mozna mie¢ nadzieje na udowodnienie
niezaleznosci o od P poprzez znalezienie dwdch modeli P : jednego spetniajgcego o i drugiego
spetniajgcego negacje o. Przyktady podamy pdiniej. Niezaleznos¢ aksjomatu réwnolegtosci byta
réwniez zwiastunem matematyki odwrotnej, gatezi, w ktorej poszukuje sie ,wtasciwego aksjomatu”,
aby udowodni¢ dane twierdzenie. Aksjomat rdwnolegtosci jest wtasciwym aksjomatem do
udowodnienia, powiedzmy, twierdzenia Pitagorasa, poniewaz oba sg réwnowazne — biorgc pod uwage
inne aksjomaty Euklidesa — ale zadnego z nich nie mozna udowodni¢ na podstawie samych tych
aksjomatéw. Rzeczywiscie, aksjomat réwnolegtosci jest wtasciwym aksjomatem do udowodnienia catej
masy twierdzen, ktére okazaty sie réwnowazne aksjomatowi réwnolegtosci, zanim poznano jego
niezaleznosé. Jak zobaczymy w rozdziale 9, zjawisko niezaleznosci stato sie wielkg historig w
matematyce XX wieku, zmieniajgc sposdb, w jaki myslimy o prawdzie i dowodzie.

Arytmetyzacja geometrii

W mato znanej publikacji zatytutowanej Die Ausdehnungslehre (teoria rozszerzen) Grassmann (1844)
wprowadzit rewolucyjne podejscie do geometrii, oparte na tym, co obecnie nazywamy przestrzeniami
wektorowymi rzeczywistymi. Niestety styl Grassmanna byt nieprzenikniony dla jego wspdtczesnych,
nawet gdy opublikowat uproszczong wersje w 1847 r., ktadac nacisk na role iloczynu skalarnego.
Pierwszym, ktory docenit jego prace, byt Peano (1888), ktdry przedstawit system aksjomatow dla
przestrzeni wektorowych rzeczywistych, jeden z pierwszych nowoczesnych systemoéw aksjomatéw. Co
ciekawe, Grassmann przypisat zalgzek pomystu szkicowemu rekopisowi Leibniza z 1679 r.
zatytutowanemu Characteristica Geometrica. Jesli Grassmann naprawde dostrzegt przestrzenie
wektorowe w Characteristica, byt jedynym, ktéry to zrobit (inni uwazali, ze Characteristica zapowiada
zupetnie inny przedmiot, jakim jest topologia kombinatoryczna). Przynajmniej Grassmann zastuguje na
uznanie za rozpoznanie koncepcji przestrzeni wektorowej i za to, ze zauwazyt, co nalezy dodac, aby
stata sie ona prawdziwie geometryczna. Dzisiaj przestrzenie wektorowe widzimy wszedzie w
matematyce, wiec wiekszo$¢ matematykdw zna podstawowe idee. Istnieje zbidr V obiektéw zwanych
wektorami, ktére mozna mnozy¢ przez liczby rzeczywiste i dodawaé. Obejmujg one wektor zerowy 0 i
dla kazdego wektora a wektor a zwany przeciwienstwem a. Wektory sg rzadzone przez nastepujace
aksjomaty. Pierwsza grupa mowi, ze suma wektordw p zachowuje sie jak zwykta suma; to znaczy dla
dowolnego u; v; ww V:

H+v=v+u,
u+(v4+w)=(u+v)+w
u+0=u,
u-+(—u)=0.

Druga grupa twierdzi, ze wielokrotnosci wektoréw zachowujg sie jak wielokrotnosci liczb, czyli dla
dowolnychabw Riu;vwV,

a(bu) = (ab)u,
lu = u,
alu+v) = au + av,
(a+ b)u = au + bu.



Z tych aksjomatow jasno wynika, ze R samo w sobie jest przestrzenig wektorowg rzeczywistg, ale
ciekawszym przyktadem jest V % R2, z sumami i wielokrotno$ciami wektoréw dx;yb okreslonymi dla
kazdego x,y,a € R przez

(x101) + (292) = (31 + 22,31 +2)
a(x,y) = (ax,ay).

R? ma znaczna tre$¢ geometryczng. Mozna zdefiniowaé linie, linie réwnolegte i wzgledne pojecie
dtugosci wzdtuz danej linii. Na przyktad mozna powiedzie¢, ze wielokrotnosci tv wektora niezerowego
v tworzg linie przechodzacg przez 0, a 2v jest dwa razy dalej od 0 niz v. Jednak nie ma pojecia odlegtosci
miedzy dowolnymi punktami. Aby uzyska¢ naturalne pojecie odlegtosci, Grassmann wprowadzit iloczyn
skalarny:

(x1,01) - (2 2) = X132 + V1y2.

Z tej definicji wynika, ze jesli v % dx;yb, to
il ¥ ¥
ver=x +y =
gdzie |v| jest odlegtoscig |v| od poczatku O podang przez twierdzenie Pitagorasa. Jak zauwazyt
Grassmann (1847), jego iloczyn skalarny jest zasadniczo rownowazny twierdzeniu Pitagorasa. Pojecie
kata jest réwniez nieodtgczne w iloczynie skalarnym, poniewaz

cos .

u-v=>ulr
gdzie 0 jest kagtem miedzy liniamiod O do uiv.

Geometria wektorowa

Poprzednia sekcja pokazuje, ze ptaszczyzna Kartezjusza , w ktérej punkty sg parami uporzagdkowanymi
(x,y) liczb rzeczywistych x,y, a odlegtos¢ jest podana przez twierdzenie Pitagorasa, ma te same sktadniki
co przestrzerh wektorowa R? z iloczynem skalarnym Grassmanna. Rdznica polega na tym, ze algebra
Kartezjusza, ktora obejmuje dowolne wielomiany w x i y, idzie znacznie dalej niz Euklidesa. Algebra
Grassmanna przestrzeni wektorowej R?, obejmujaca tylko sumy i wielokrotnoéci rzeczywiste
wektordw oraz iloczyn skalarny, jest na odpowiednim poziomie, aby uchwyci¢ geometrie Euklidesa. Z
tego powodu przestrzer wektorowa R? z iloczynem skalarnym Grassmanna nazywana jest ptaszczyzng
euklidesowa. Geometria wektorowa Grassmanna uogélnia sie réwniez do dowolnej liczby wymiaréw
bez dodatkowego wysitku. Poprzez prace z n-krotkami (x1,x2, . . . ,Xn) liczb rzeczywistych, mozna
wykonywac¢ geometrie w dowolnej liczbie wymiarow bez potrzeby wizualizacji, tamigc w ten sposéb
bariere wymiaréw, ktdora powstrzymywata Grekdw. W innym kierunku, przydatne jest uogodlnienie
definicji ,odlegtosci” poprzez uogdlnienie pojecia iloczynu skalarnego. Znanym przyktadem jest
przestrzen Minkowskiego zdefiniowana przez Minkowskiego (1908) jako otoczenie dla szczegdlnej
teorii wzglednosci Einsteina. Jest to przestrzen R* 4-krotek (t,x,y,z) z odlegtoscia wyprowadzong z
iloczynu skalarnego

(L x1vz1) - (Lxapn,22) = —hith + X122 + yiy2 + 2122,

Zatem odlegtos$¢ Minkowskiego (t,x,y,z) od poczatku uktadu wspdtrzednych ma kwadrat réwny -t? + x2
+y? + 72, ktéry czasami jest ujemny. Przestrze Minkowskiego jest naturalng przestrzenia dla fizyki,
gdzie t oznacza czas, a x,Y,z sg zmiennymi dla trzech wymiaréw przestrzeni. Ale matematycznie rownie



interesujace jest spojrzenie na przestrzen tréjwymiarowga uzyskang przez pominiecie wspotrzedne;j z.
W tej przestrzeni istnieje ,sfera o promieniu V-1”, sktadajaca sie z punktéw v =(t,x,y) z |v|? = 1, czyli

v

¥ il il il il
—t"+x +y ==l,ort"—x —y =1

To nie jest nic innego, jak hiperboloida. Pod wzgledem odlegtosci Minkowskiego, geometria na tej
hiperboloidzie nie jest niczym innym, jak nieeuklidesowg geometrig Beltramiego! Wskazalismy, jak
tréjkaty w modelu dysku konforemnego odpowiadajg tréjkgtom na hiperboloidzie, ktére sg rowne w
sensie odlegtosci Minkowskiego. Przestrzen Minkowskiego nadaje tres¢ szalonemu pomystowi
Lamberta z 1766 roku , ze geometria nieeuklidesowa moze obowigzywac na sferze o promieniu
urojonym. Przestrzenie euklidesowa i Minkowskiego pokazujg, ze R jest naturalnym i wygodnym
fundamentem dla geometrii, zaréwno euklidesowej, jak i nieeuklidesowej. Nastepne pytanie brzmi:
czym jest fundament dla R?

Zagadnienia filozoficzne

Kluczowym krokiem w modelowaniu geometrii nieeuklidesowej przez Beltramiego bytfa jego decyzja o
uogodlnieniu pojecia dtugosci. OsSmielita go do tego lektura Riemanna (1854), przetomowego dzieta z
zakresu podstaw geometrii, ktére po raz pierwszy opublikowano w 1868 roku. W nowym, radykalnym
podejsciu do geometrii (obecnie znanego jako geometria riemannowska) Riemann uogdlnit
arytmetyczng geometrie Kartezjusza z ptaszczyzny na przestrzenie zakrzywione dowolnego wymiaru n.

Punkty przestrzeni, zamiast by¢ reprezentowane przez uporzgdkowane pary liczb, byly
reprezentowane przez uporzadkowane n-krotki (xi, X2, . . ., Xn). A odlegtos$é, zamiast by¢ dana przez
wzor ,pitagorejski”, byta uzyskiwana przez rachunek rézniczkowy i catkowy z ,,nieskoriczenie matego”
wzoru pitagorejskiego. Wtasnos¢ ,nieskonczenie matej pitagorejskiej” oznacza, ze geometria
przestrzeni (objawiajgca sie na przyktad sumg katow trdjkata) zbliza sie do geometrii euklidesowej w
matych obszarach, ale moze sie od niej rézni¢ w duzych obszarach. Przyktadem jest geometria kuli,
gdzie mate tréjkaty majg sume katow bliska m, ale duze tréjkaty majg sume katédw znacznie wiekszg niz
m. Kula jest przyktadem przestrzeni o statej dodatniej krzywiznie. Riemann krotko przyjrzat sie
przestrzeniom o statej ujemnej krzywiznie, ale to Beltrami zauwazyt, ze takie przestrzenie wykazujg
geometrie nieeuklidesowg i ze ich , linie” (krzywe o najkrdtszej dtugosci) mozna modelowac po prostu
za pomocy tukéw kotowych. Tak wiec geometria Riemanna jest gruntowng arytmetyzacjg geometrii,
wskazujgcg droge do arytmetycznej bazy dla euklidesowej, nieeuklidesowej i wszelkiego rodzaju
geometrii zakrzywionych. Rewolucja dokonana przez Riemanna i Beltramiego podniosta kilka kwestii
dotyczacych natury geometrii i jej miejsca w matematyce.

Intuicja i logika. Modele pokazujg, ze geometrie euklidesowa i nieeuklidesowa sg réwnie solidne, a
liczby rzeczywiste stanowig podstawe dla obu (a takze dla rachunku rézniczkowego i catkowego oraz
fizyki matematycznej). Pozostaje znalez¢ dobrg podstawe dla liczb rzeczywistych; miejmy nadzieje,
opartg na arytmetyce liczb naturalnych. Jak wiemy, Dedekind znalazt jeden sposdb, aby to zrobié.

Znaczenie i istnienie. Ale liczby rzeczywiste obejmujg wiecej niz arytmetyke; mianowicie pewne
zatozenie o nieskonczonosci. Jak bardzo konieczne i uzasadnione jest zatozenie?

Dyskretne i ciggte. Zniwelowanie luki miedzy dyskretnym a ciggtym jest zasadniczo problemem
zdefiniowania liczb rzeczywistych w kategoriach liczb naturalnych. Stagd mozliwos¢ zniwelowania luki (i
arytmetyzowania geometrii) zalezy od tego, co uzasadnione jest zatozenie o nieskoriczonosci.

Teoria mnogosci i jej paradoksy

PODGLAD



Definicja liczb rzeczywistych Dedekinda zapoczatkowata nowg ere w mysli matematycznej, w ktorej
zbiory nieskoriczone byty postrzegane jako obiekty matematyczne. Byto to niemile widziane przez
wielu matematykdw, ktorzy przyjeli starozytny poglad, Zze rzeczywista nieskoriczonos¢ jest
niedopuszczalna. Rzeczywiscie, w niektorych kregach opér wobec rzeczywistej nieskoriczonosci trwa
do dzis. Jeszcze bardziej niemile widziane byto odkrycie Cantora (1874), ze liczby rzeczywiste tworzg
nieprzeliczalny zbidr — taki, ktérego nie mozna udoskonali¢ jako nieskoriczonosci jedynie potencjalnej,
a nie rzeczywistej. Ale nieprzeliczalno$¢ nie byta ostatnig kroplg. Cantor (1891) znalazt proste
uogdlnienie swojego argumentu, ktére pokazuje, ze nie ma najwiekszego zbioru. Rzeczywiscie, dla
dowolnego zbioru S, podzbiory S sg liczniejsze niz elementy S. Wynika z tego, ze nie istnieje ,zbidr
wszystkich zbioréw”, a zatem nie kazda wtasno$¢ jest realizowana przez zbiér. W szczegdlnosci nie
istnieje zbidr, ktéry realizuje wtasnos$¢ ,X jest zbiorem”. Nawet Dedekind byt zaniepokojony tym
rozwojem sytuacji.

Przed Cantorem

Wspomnielismy, ze Grecy byli podejrzliwi wobec nieskoriczonosci i wyjasnilismy, jak unikali jej tak
dalece, jak to mozliwe. Niemniej jednak Grecy z pewnoscig stosowali procesy nieskorniczone, i to bardzo
pomystowo. Ich unikanie w praktyce oznaczato rozwazanie dowolnych skoniczonych czesci
nieskonczonej catosci lub procesu — , potencjalnej” a nie ,rzeczywistej” nieskoriczonosci. Rzeczywistej
nieskonczonosci unikano ze wzgledu na jej pozornie paradoksalne wtfasciwosci, takie jak pozorne
naruszenie zasady, ze ,catos¢ jest wieksza od czesci”. Ten paradoks powrdcit wraz z odrodzeniem
greckiej nauki w czasach sredniowiecza i renesansu. Na przyktad Galileusz wskazat na korespondencje,
ktdra pozornie pokazuje, ze caty zbiér liczb catkowitych dodatnich nie jest wiekszy od jego czesci
sktadajacej sie z kwadratéw. Do kornca XIX wieku tego rodzaju relacja — korespondencja jeden do
jednego miedzy czescig a catoscia jakiegos zbioru — byta uwazana za paradoksalng. Jednak ostatecznie
korespondencja jeden do jednego zostata uznana za witasciwy sposéb poréwnywania zbiordw
nieskonczonych. Rzeczywiscie, Dedekind (1888) przyjat, ze definiujagcg wtasnoscig zbioru
nieskofczonego jest to, ze jego catos¢ mozna umiesci¢ w jednoznacznej korespondencji z czescia,
zamieniajac w ten sposob paradoks w definicje. Dwa zbiory, ktére mozna umiesci¢ w jednoznacznej
korespondencji ze sobg, nazywane sg rownolicznymi lub tej samej kardynalnosci. Wiele zbioréow jest
réwnolicznych ze zbiorem N liczb catkowitych dodatnich. Na przyktad:

1 Zbidr Z wszystkich liczb catkowitych, ktére sg rowne N poprzez korespondencje
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2 Q* dodatnich wymiernikéw, poprzez korespondencje
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gdzie w dolnym wierszu wymienione sg poszczegdlne utamki m/n w grupach: najpierw te, dla ktérych
m + n = 2, nastepnie te, dla ktédrych m + n = 3, te, dla ktérych m + n = 4 i tak dale;j.



3 Zbidér Q wszystkich liczb wymiernych mozna nastepnie przedstawic jako rownoliczny z N za pomocga
tej samej sztuczki, ktérej uzyto do wyliczenia Z: najpierw wypisz 0, a nastepnie naprzemiennie wypisz
dodatnig i ujemng forme kazdej dodatniej liczby wymiernej.

Te wyniki pokazuja, ze Z, Qp i @ mozna postrzegaé jako ,potencjalne” nieskoriczonosci, takie jak N.
Jeszcze silniejszy wynik w tym samym kierunku znalazt Dedekind w 1874 r.: zbiér wszystkich liczb
algebraicznych (rozwigzania réownan wielomianowych ze wspodtczynnikami catkowitymi) jest
réwnoliczny z N. Wiec on réwniez mozna postrzegac jako ,potencjalng” nieskornczonosé. Dzieki tym
wynikom mozna byto odrzuci¢ wiekszos¢ starozytnych obaw dotyczgcych rzeczywistej nieskonczonosci
— poniewaz kazda nieskoriczonos¢ wydawata sie byé jedynie ,potencjalna” — ale tuz za rogiem czekata
wielka niespodzianka.

Argument przekatny Cantora

Cantor (1874) udowodnit, ze liczby rzeczywiste nie sg rownoliczne z liczbami catkowitymi dodatnimi.
Oznacza to, ze kazde sparowanie liczb catkowitych dodatnich z liczbami rzeczywistymi;
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nie obejmuje wszystkich liczb rzeczywistych. W rzeczywistosci, biorgc pod uwage dowolng liste
X1,X2,X3,Xa, . . . liczb rzeczywistych, mozemy wyraznie opisac liczbe rzeczywistg x, ktérej nie ma na liscie.
Dowdd z 1874 r. nie byt tatwy do nasladowania — szczegdlnie dla spotecznosci matematycznej zupetnie
nieprzygotowanej na niego — ale Cantor (1891) podat inny dowdd, ktéry uzyskuje ,Swiadka” x z
maksymalng jasnoscig. Jest to stynny (lub, dla niektérych, niestawny) argument przekatny. Istnieje
wiele sposobdw, w jaki mozna podac liczby rzeczywiste x1,X2,X3,Xs, . . .., ale dla Scistosci zatézmy, ze sg
one podane jako nieskonczone liczby dziesietne. Zignorujemy rowniez cyfry przed przecinkiem
dziesietnym, wiec mozemy sobie wyobrazié liczby wyswietlane jak na rysunku , pokazujac tylko cyfry
po przecinku dziesietnym:

X1 1 1 1 1
X2 0 2 0 1
X3 7 7 7 7
X4 0 0 0 0
X 2 1 1 1

Rysunek pokazuje rowniez pierwsze kilka cyfr x. Zapewniamy, ze x # kazde x, jest rézne na n-tym
miejscu po przecinku (i nie uzywamy cyfr 0i 9 w x, poniewaz liczby z tymi cyframi mogg by¢ takie same,
nawet jesli ich cyfry sg rdzne — na przyktad 0-4999...= 0-5000...). Konkretnie definiujemy x przez

L 2 it nth digt of x, 15 1
nth digit of x = - C e
I if mth digit of x, 15 not 1.
Zatem x rozni sie od wszystkich liczb x1,X2,X3,Xs, . . ., stad podana lista nie obejmuje wszystkich liczb
rzeczywistych. Z tego powodu méwimy, ze zbiér wszystkich liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny —
zbiér przeliczalny to taki, ktérego elementy mozna sparowac z liczbami catkowitymi dodatnimi.



Poniewaz tylko zbiory przeliczalne mozna uznaé¢ za ,potencjalnie” nieskonczone, zbiér R liczb
rzeczywistych jest nieuchronnie rzeczywistg nieskonczonoscig. Argument Cantora nazywa sie
,przekatnym”, poniewaz obejmuje on tylko cyfry na przekatnej tabeli, pokazane pogrubiong czcionka
na rysunku. Dlatego musimy jedynie zbadac skoriczong ilos¢ kazdego rozwiniecia dziesietnego —
mianowicie pierwsze n cyfr x, — aby obliczyé n-tg cyfre x. Wspominam o tym, aby rozwia¢ powszechne
btedne przekonanie, ze argument przekatny jedynie dowodzi istnienia liczby x, ktéra nie znajduje sie
na podanej liscie x1,X2,X3,Xs, . . . W rzeczywistosci pokazuje to, ze x jest tak samo konstruowalne jak
liczby X1,X2,X3,Xa, . . . Same w sobie.

Wyisze nieskoriczonosci

Istotg argumentu przekatnego jest stwierdzenie: biorgc pod uwage liczbe rzeczywista x, sparowang z
kazdg liczba naturalng n, mozemy zdefiniowac liczbe rzeczywistg x # dla kazdego xn zgodnie z reguty

e 2 it nth digt of x, 15 1
nth digit of x = - C e
I if mth digit of x, 15 not 1.
poniewaz daje to x # X, na n-tym miejscu po przecinku. Podobny argument pokazuje, ze nie moze
istnie¢ lista S1,5,,53,54, . . . wszystkich podzbioréw N. Poniewaz dla dowolnej takiej listy mozemy
zdefiniowac zbidr S # kazdego S, wedtug reguty

ne S<=nés,

poniewaz ta reguta odrdznia S od S, w odniesieniu do liczby n. W swojej pracy z 1891 r. Cantor
doprowadzit ten tok myslenia do konca, pokazujac, ze kazdy zbiér X ma wiecej podzbioréw niz
elementow. Aby zrozumie¢ dlaczego, zatéimy, ze kazidy element x zbioru X jest sparowany z
podzbiorem Sy zbioru S. Ale wtedy mozemy zdefiniowa¢ podzbiér S zbioru X rézny od kazdego Sx w
odniesieniu do elementu x. Mianowicie niech

Zatem zbior podzbioréw Sx sparowany z elementami x zbioru X nie obejmuje wszystkich podzbioréw
zbioru X. Nieco alarmujgce w tym wyniku jest to, ze pokazuje on, ze nie istnieje zbidr wszystkich
zbioréw. Gdyby istniat taki zbiér, powiedzmy X, zbidr jego podzbioréw bytby zbiorem wiekszym niz
zbidr wszystkich zbiorédw, co jest wyraznie sprzeczne. Cantor wkrétce zauwazyt te konsekwencje
argumentu diagonalnego, ale pozostat spokojny. (Dedekind byt jednak zaskoczony tym rozwojem
sytuacji i w rezultacie opdznit publikacje drugiego wydania swojej ksigzki Dedekind [1888]). Historia
pokazataby, ze naturalne jest, aby zbidr wszystkich zbiorédw nie byt zbiorem, podobnie jak naturalne
jest, aby zbidr wszystkich dodatnich liczb catkowitych nie byt liczbg catkowita dodatnia. Jednak w
tamtym czasie panowat niepokdj z powodu wczesniejszego przekonania, ze kazda wtasnos¢ powinna
by¢ realizowana przez zbiér. Po odkryciu Cantora stato sie jasne, ze istnieja wyjatki od tego
przekonania, takie jak wtasnos¢ bycia zbiorem.

Nastepstwa argumentu przekatnego

Argument przekatny byt kluczowym odkryciem w podstawach matematyki. W jednym kierunku
prowadzit, pozornie nieubtaganie, do wyzszych sfer nieskonczonosci — i ku nowym rodzajom
paradokséw. W innym kierunku doprowadzit do odkrycia ograniczen w matematyce formalnej:
niezupetnosci i nierozwigzywalnosci algorytmicznej, jak zobaczymy w dwdch nastepnych sekcjach. |
wywotat réwniez reakcje nowego rodzaju sceptykow, ktorych sceptycyzm byt skierowany nie tylko na



nieskonczonos$é, ale na sama logike. Odkrycie Cantora, ze nie istnieje najwiekszy zbior i ze nie kazda
witasnos¢ jest realizowana przez zbiér, doprowadzito do rozwoju teorii mnogosci, systematycznego
badania zbioréw nieskoriczonych w ogdlnosci i R w szczegdlnosci. Nieprzeliczalnos¢ R byta zaledwie
pierwszym z wielu mylgcych odkryé¢ dotyczacych R, pokazujgcym, ze o$ liczbowa, ktdrg myslelismy, ze
znamy, jest bardziej skomplikowana, niz ktokolwiek sobie wyobrazat. W rzeczywistosci, aby
odpowiedzie¢ na wiele pytan dotyczagcych R, musimy poczyni¢ zatozenia dotyczace catego
wszechswiata zbioréw. Z drugiej strony, prosta i obliczeniowa natura argumentu przekatnego sprawia,
ze mozna go stosowaé do najbardziej przyziemnych , potencjalnych” rodzajow nieskoriczonosci. Na
przyktad pokazuje, ze nie istnieje obliczalna lista wszystkich obliczalnych liczb. Poniewaz jesli x1,X2,X3,Xa,
.. . jest obliczalna listg obliczalnych liczb, to liczba przekatna x jest réwniez obliczalna — i nie znajduje
sie na liscie. Ten wynik ma gtebokie implikacje dla tego, co mozna obliczy¢, we wszystkich dziedzinach
matematyki. Nic dziwnego, ze argument przekatny i jego implikacje nie byty mile widziane przez
wszystkich matematykow. Ci, ktérzy juz podejrzliwie podchodzili do nieskoriczonosci, tacy jak berlidski
kolega Cantora, Kronecker, stali sie jeszcze bardziej zagorzali w swoim sprzeciwie wobec zbioréw takich
jak R. Weierstrass byt bardziej przychylny, ale przekonat Cantora, by ztagodzit aspekt nieprzeliczalnosci
dowodu i zamiast tego potozyt nacisk na pozytywny wynik: nowy i elementarny dowdd istnienia liczb
niealgebraicznych - tak zwanych liczb transcendentalnych. (Wynika to bezposrednio z
nieprzeliczalnosci R i wyniku Dedekinda, ze zbidr liczb algebraicznych jest przeliczalny). W kolejnych
latach idee Cantora stopniowo zyskiwaty poparcie wiekszosci, dzieki wsparciu wybitnych
matematykow, takich jak Hilbert. Pozostat pewien sprzeciw, ale stat sie bardziej niuansowy, poniewaz
stopniowo zrozumiano, jak wiele matematyki trzeba poswieci¢, jesli odrzuci sie réine rodzaje
nieskonczonosci. Wsréd skrajnych odrzucajgcych najbardziej prominentni sg konstruktywisci, ktérzy
akceptujg dowody istnienia tylko wtedy, gdy dostarczajg one konstrukcji obiektu, o ktérym twierdzi
sie, ze istnieje. Ta postawa miata pozytywny wptyw nawet na matematykow, ktorzy jej nie podzielaja.
Na przyktad obecnie potrafimy konstruowac¢ wiele obiektéw, takich jak rozwigzania réwnan
wielomianowych, ktérych istnienie po raz pierwszy udowodniono za pomocg argumentéw
niekonstruktywnych.

Zagadnienia filozoficzne

Warto wspomnie¢, ze pierwszy dowdd niepoliczalnosci R Cantora byt réwniez argumentem
diagonalnym, ale w mniej przejrzystej formie. Miat te samg istote: skonstruowanie liczby rzeczywistej
x krok po kroku i uczynienie x réznym od liczby rzeczywistej xn w kroku n. Jednak konstrukcja byta
specyficzna dla liczb rzeczywistych, wiec spektakularne uogdlnienie na dowolne zbiory znalezione
przez Cantora (1891) byto nowe. Istnieje inny dowdd niepoliczalnosci, specyficzny dla R, ktéry jest
moim zdaniem bardziej odkrywczy. Dziata on w nastepujacy sposdb. Biorgc pod uwage liczby
rzeczywiste Xi,Xz,X3,Xs, . .., pokrywamy kazdy x, przedziatem o dtugosci 2. Wéwczas catkowita dtugosé
pokrytej osi liczbowej wynosi co najwyzej

€O z pewnoscig nie jest catg linig. Tak wiec punkty x1,X2,X3,. . . nie mogg obejmowaé wszystkich liczb
rzeczywistych. Dowdd ten mozna udoskonali¢, aby uzyskac konkretng liczbe x, ktéra nie jest objeta.
Wybieramy pierwszg (binarng) cyfre x, aby unikng¢ pierwszego przedziatu, nastepnie drugg cyfre, aby
unikna¢ drugiego przedziatu, i tak dalej — na ktérym etapie staje sie jasne, ze ta konstrukcja jest
kolejnym argumentem diagonalnym.



Istnieje w rzeczywistosci inna droga do niepoliczalnosci, poprzez teorie liczb porzgdkowych Cantora.
Chot jest to interesujgce, podnosi ona kolejny zestaw kwestii, na ktérych omdéwienie nie mamy tu
miejsca. Samo istnienie niepoliczalnych zbioréw podnosi wystarczajgco duzo kwestii

Intuicja i logika. Jak wielkie zrozumienie nieskoriczonosci jest mozliwe dla cztowieka? Dedekind (1888)
podjat smiatg prébe udowodnienia, ze istniejg zbiory nieskoriczone (po podobnej prébie Bolzano
1851). Opiera sie ona na fakcie, ze tylko zbiér nieskonczony moze by¢ réwnoliczny z wtasciwym
podzbiorem samego siebie:

Twierdzenie. Istniejg nieskonczone systemy.

Dowdd. Moje wtasne krélestwo mysli, tj. catos¢ S wszystkich rzeczy, ktédre moga by¢ obiektami mojej
mysli, jest nieskoriczone. Bo jesli s oznacza element S, to mysl jest s’, ze s moze by¢ obiektem mojej
mysli, samo bedac elementem S. Jesli potraktujemy to jako transformacje ¢(s) elementéw s, to
transformacja ¢ z S, w ten sposdb okreslona, ma wtasnosé, ze transformacja S’ jest czescig S; a S’ jest
z pewnoscig wtasciwg czescig S, poniewaz istniejg w S elementy, ktére nie sg zawarte w S’.

Spoilsports bez watpienia zaprotestujg, ze w swoim zyciu Dedekind miat tylko skoriczong liczbe mysli,
wiec co$ musi by¢ nie tak z tym ,dowodem”. Ale kto wie, jaka jest naprawde dziedzina mysli
Dedekinda? Argument Dedekinda miat kilku wybitnych zwolennikéw, takich jak Russell (1903, 357).
Bolzano i Dedekind rozwazali tylko zbiory przeliczalne, ale moglibysmy réwniez dazy¢ do zbioréw
nieprzeliczalnych. Czy nasza pozorna intuicja ciggtosci jest intuicjg nieprzeliczalnosci i/lub rzeczywistej
nieskoficzonosci?

Znaczenie i istnienie. Przed Cantorem pytanie o nieskonczono$é byto proste: czy akceptujemy
rzeczywistg nieskoiczonos¢, czy nie? Po Cantorze pytanie stato sie bardziej ztozone: ile
nieskofczonosci akceptujemy? Gdy okaze sie, ze nieskoriczonos¢ ma nieskoniczenie wiele mozliwych
poziomodw, mozliwych jest wiele réznych poziomdéw akceptacji. Niektdrzy matematycy akceptowali
tylko przeliczalnie nieskoriczone zbiory (potencjalna nieskoriczonosé), inni akceptowali R, ale nie
wszystkie podzbiory R itd. Francuscy matematycy Borel, Baire, Lebesgue i Hadamard przeprowadzili
na ten temat ozywiong debate w 1905 r., ktérg mozna przeczyta¢ w Ewald (1996). W odpowiedzi na
poglad Borela, ze pewne procedury, takie jak dokonywanie nieprzeliczalnie wielu wybordw, sg ,poza
matematyka”, Hadamard odpart:

Od wynalezienia rachunku nieskoriczenie matego do chwili obecnej, wydaje mi sie, ze zasadniczy
postep w matematyce wynikat z sukcesywnego anektowania pojeé, ktdre dla Grekéw, renesansowych
geometrow lub poprzednikéw Riemanna byly ,,poza matematyka”, poniewaz nie dato sie ich opisac.

Dyskretne i ciggte. Nieprzeliczalno$é¢ R jednoznacznie pokazuje, ze matematyka obejmujgca R — taka
jak analiza — dotyka teorii mnogosci. Co najmniej projekt arytmetyzowania geometrii i analizy musi
wyjs$é poza czystg arytmetyke: musi zawieraé¢ pewne zatozenia dotyczgce zbiordw nieskoriczonych. W
nastepnej sekcji przyjrzymy sie standardowemu systemowi aksjomatow arytmetyki i rzucimy okiem na
aksjomaty dotyczace zbioréw, ktére lezg poza nim.

Systemy formalne

PRZEGLAD
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wydarzeniem w matematyce konca XIX wieku. Innym byto pojawienie sie logiki formalnej i, bardziej
ogélnie, formalnych systemdéw matematyki. Poczagwszy od pojawienia sie Analizy matematycznej logiki
Boole'a w 1847 roku, logika i matematyka zostaty przetozone na symbolike, w ktérej dedukcje byty
zasadniczo obliczeniami. Sto lat temu znane byty systemy gotowe do formalizacji dla arytmetyki (Peano
1889), geometrii (Hilbert 1899) i teorii mnogosci (Zermelo 1908). Istniat réwniez formalny system dla
logiki, za sprawg Fregego (1879). Systemy formalne ozywity stare marzenie Leibniza: rachunek
rozumowy, dzieki ktéoremu prawdziwos¢ dowolnego twierdzenia mozna byto ustali¢ za pomoca
obliczen. Prawdg jest, ze twierdzenia formalnego systemu Z mozna uzyskac przez obliczenia, wiec jesli
T jest twierdzeniem Z, ostatecznie zaobserwujemy ten fakt, systematycznie generujac twierdzenia. Nie
jest jednak jasne, czy

1 wszystkie prawdy wyrazalne w Z sg twierdzeniami, (Zupetnos¢)
2 jakas reguta decyduje dla kazdego T, czy T jest twierdzeniem, (Rozstrzygalnosc)
3 jesli 2 udowadnia T, to Z nie udowadnia negacji t. (Spéjnos¢)

Niemniej jednak sg to wszystkie pytania o wyniki obliczer skoriczonych, takie jak pytania teorii liczb.
Mozna wiec mie¢ nadzieje na ich rozstrzygniecie za pomocg Srodkéw elementarnych (ktére Hilbert
nazwat ,skonczonymi”). W szczegdlnosci, za pomocg programu rozstrzygania pytania o spojnos¢ dla
formalnej teorii mnogosci, Hilbert miat nadzieje rozwia¢ wszelkie watpliwosci co do stosowania
nieskonczonosci w matematyce.

Hilbert

W latach 90. XIX wieku Hilbert ozywit geometrie Euklidesa, dogtebnie studiujagc aksjomaty
geometryczne i ich zwigzek z algebrg i liczbami rzeczywistymi. Opierajac sie na pracach niektérych
swoich poprzednikdw, takich jak von Staudt i Pasch,

1 wypetnit luki w systemie Euklidesa, wyraznie stwierdzajgc aksjomaty, ktérych Euklides uzywat
nieswiadomie,

2 pogrupowat aksjomaty na rdzne typy koncepcyjne: incydencja, rzad, przystawanie, przeciecie okregu,

3 wyprowadzit algebraiczne wtasnosci sumy i iloczynu z aksjomatow incydencji, a ich wtasnosci
porzadku z aksjomatdw porzadku,

4 dodat dwa aksjomaty niepotrzebne w geometrii, ale potrzebne do wyprowadzenia wtasnosci linii
liczb rzeczywistych: aksjomat Archimedesa (stwierdzajacy, ze nie ma nieskonczenie matych) i aksjomat
zupetnosci (stwierdzajacy, ze nie ma luk, w sensie Dedekinda).

Z uwzglednienia aksjomatéw Archimedesa i zupetnosci wynika, ze Hilbert interesowat sie liczbami
rzeczywistymi tak samo, jak geometria. W swojej ksigzce z 1899 r. Grundlagen der Geometrie
(Podstawy geometrii) zamiescit rowniez pomystowg nowga konstrukcje R z aksjomatéw geometrii
nieeuklidesowej (uzyskang przez zastgpienie aksjomatu rownolegtego). Wyprowadzenie R z
aksjomatéw geometrycznych nie byto czesto stosowane w matematyce, ale wniosto ciekawy wktad do
filozofii. Hartry Field (1980) w swojej Science without Numbers zaadaptowat wynik Hilberta, aby
wyprowadzi¢ strukture liczb rzeczywistych z aksjomatow dotyczgcych przestrzeni fizycznej. Uzyt tego
wyprowadzenia, aby twierdzié, ze R jest zbedny w nauce, a zatem nikt nie musi zaktada¢ jego istnienia.
Jednak dla wiekszosci matematykéw zatozenie, ze struktura R istnieje (w przestrzeni fizycznej lub w



dowolnym abstrakcyjnym krélestwie) jest tym samym, co zatozenie istnienia samego R. A zatozenie,
ze przestrzen fizyczna jest archimedesowa, zupetna i euklidesowa — tylko po to, aby unikna¢ zatozenia
istnienia R — wydaje sie przeczy¢ fizyce tak samo, jak i matematyce.

Systemy Peano i Zermelo

Najbardziej powszechnym sposobem dojscia do R w matematyce jest uzycie aksjomatéw dla liczb
naturalnych i zbioréw. Aksjomaty dla liczb naturalnych zostaty podane przez Dedekinda (1888) i Peano
(1889) w systemie zwanym obecnie arytmetyka Peano, lub PA. Peano uznat idee Grassmanna (1861),
ze kluczowym pojeciem arytmetyki jest indukcja. ,Indukcja” nie jest tutaj ogdlnym pomystem
wyciggania ogdlnego wniosku z konkretnych przypadkow, ale zelazng gwarancjg, ze ogdlny wniosek
jest poprawny. Ten rodzaj indukcji jest czesto nazywany indukcjg catkowitg, poniewaz dla liczb
naturalnych obejmuje wszystkie przypadki. To, co umozliwia udowodnienie ogdlnego twierdzenia o(n)
dotyczacego dowolnej liczby naturalnej n, to fakt, ze n mozna osiggnac¢ od O przez wielokrotne
dodawanie 1. Dlatego jesli mozemy udowodni¢, ze o(0) jest prawdziwe, a o(m+1) jest prawdziwe
zawsze, gdy o(m) jest prawdziwe, to mozemy by¢ pewni, ze o(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby
naturalnej n. Peano wbudowat te idee w swaj system aksjomatéw na dwa sposoby.

* Po uwzglednieniu nazw 0i S dla liczby poczatkowej i funkcji nastepczej S(m) = m + 1, z odpowiednimi
wtasnosciami, podat indukcyjne definicje sumy i iloczynu:

[+ 0={ 1[4+ 5(m)=54m),
{-0=0,/{-8m)=[-m+ 1

Z tych definicji wynika, ze funkcje + i - sg zdefiniowane dla wszystkich liczb naturalnych. Na przyktad
pierwsze réwnanie w definicji + definiuje | + m dla m = 0; drugie definiuje | + S(m) po zdefiniowaniu | +
m, a zatem definiuje | + n dla wszystkich liczb naturalnych n, przez indukcje zupetng. Podobnie, druga
para réwnan definiuje | - n dla wszystkich n, zaktadajac, ze + jest juz zdefiniowane.

¢ Definicje + i - umozliwiajg wyprowadzenie wszystkich faktéw szczegdtowych dotyczacych sumy i
iloczynu dla liczb 05(0),S5(0), . . . poprzez podstawienie w rownaniach definiujgcych. Ale aby udowodnié
ogolne fakty, takie jak | + m = m + |, Peano podaje aksjomat indukcyjny dla kazdej wtasnosci o: Jesli o(0)
i jesli o(m) ) => o(S(m)) dla wszystkich m, to o(n) obowigzuje dla kazdego n.

(Réwnowaznym aksjomatem indukcyjnym jest to, ze kazdy zbidr liczb naturalnych ma najmniejszy
element lub ze malejacy ciag liczb naturalnych jest skoriczony. W tej ostatniej formie indukcja siega
czaséw Euklidesa.) Zermelo podat aksjomaty dla teorii mnogosci w 1908 roku. Pomijamy szczegodty, ale
sg one podobne w duchu do aksjomatédw Dedekinda lub Peano, jak przyznat Zermelo. Twierdzg oni, ze
istnieje zbiér poczatkowy @ (zbidr pusty, ktdry mozina postrzega¢ jako 0), operacje budowania
kolejnych zbioréw (ktére miedzy innymi pozwalajg na budowanie nastepnikdéw 0) oraz aksjomat
nieskonczonosci stwierdzajgcy istnienie zbioru obejmujgcego 0 i wszystkich jego nastepcow. Istnieje
rowniez aksjomat fundamentu, ktéry jest podobny do indukcji. Rzeczywiscie, jesli pominiemy aksjomat
nieskoriczonosci, teoria mnogosci Zermelo ma zasadniczo te sama tresé, co aksjomaty Peano. Tak wiec
teoria mnogosci w pewnym sensie jest ,teorig liczb p nieskoriczono$¢”. Teoria mnogosci jest niezwykle
poteznym systemem, zdolnym do pokrycia praktycznie catej matematyki gtdwnego nurtu. Dzieje sie
tak, poniewaz ma zasady konstrukcji zbioréw — takie jak tworzenie zbioru P(X) wszystkich podzbioréw
zbioru X — ktére powodujg wybuchowy wzrost, gdy tylko istnieje nieskonczony zbiér X. Poczagwszy od
Hilberta w latach 30. XX wieku, pojawito sie zainteresowanie systemami z fagodniejszymi zasadami
konstrukcji zbioréw, dostosowanymi do analizy. Okazuje sie, ze w tych systemach mozemy mierzy¢
,site” réinych twierdzed analizy za pomocg zasad konstrukcji zbioréw potrzebnych do ich



udowodnienia. (Zdumiewajgco czesto zdarza sie, ze mozemy znalezé ,wtasciwe aksjomaty konstrukcji
zbiorow”, aby udowodni¢ twierdzenia analizy, podobnie jak znalezienie aksjomatu réwnolegtosci jako
,wtasciwego aksjomatu”, aby udowodnié wiele twierdzen geometrii.

System logiki Fregego

Do tej pory nie byliSmy do korica pewni, w jaki sposdb aksjomaty mogg by¢ ,formalizowane”, aby
zrealizowaé marzenie Leibniza o znalezieniu prawdy poprzez obliczenia. Brakujgcym skfadnikiem jest
logika formalna. Pierwsze kroki podjat Boole (1847), w tym, co pdzniej stato sie znane jako algebra
Boole’a lub logika zdan. Boole zauwazyt, ze spdjniki ,lub” i ,,i” dziatajg na zdania podobnie jak suma i
iloczyn. Spetniajg one pewne podstawowe tozsamosci, takie jak a + b =b +aiab = ba, z ktérych ogdine
tozsamosci miedzy zdaniami ztozonymi mogg by¢ udowodnione przez algebre. Jednak logika zdan nie
jest wystarczajgco ekspresywna dla matematyki, gdzie wewnetrzna struktura zdania jest wazna.
Zazwyczaj zdanie matematyczne zawiera: Zmienne obejmujgce pewng domene jednostek, takie jak
liczby. Symbole predykatéw oznaczajgce wihasnosci lub relacje w domenie. Symbole logiczne, ktére
obejmuja nie tylko spdéjniki, takie jak ,i”, ,lub” i ,nie”, ale takze kwantyfikatory ,dla wszystkich x” i
Listnieje x”, stosowane do dowolnej zmiennej x. Gdy te elementy jezykowe sg uwzglednione, mamy
jezyk logiki predykatéw. W przypadku logiki predykatéw nie jest wcale jasne, jak udowodnié¢ wazne
propozycje — to znaczy te prawdziwe dla wszystkich dziedzin i wszystkich interpretacji symboli
predykatow — ale, co zadziwiajgce, jest to mozliwe. Frege w 1879 r. podat zbidr aksjomatow i regut
whnioskowania zdolnych do ich wygenerowania. Nie bedziemy tutaj wymienia¢ wszystkich aksjomatéw
i regut Fregego. Przyktady jego aksjomatdw, zapisanych za pomocg spéjnikow => (jesli ... wtedy) i =
(nie) oraz Vx (dla wszystkich x), to

b = a),

J

LI :'
. (——a),

=

<

x}) = P|c)

X )
“' gdzie c jest litera nie wystepujaca w P(x).

Przyktady jego regut wnioskowania to
e modus ponens: z B i B => A wnioskuj A
e ¥V wprowadzenie: z A(x) wnioskuj VxA(x).

Frege najwyrazniej uwazat, ze jego aksjomaty i reguty wnioskowania wystarczg do udowodnienia
kazdej waznej propozycji. Godel (1930) udowodnit, ze Frege miat racje. To twierdzenie o zupetnosci dla
logiki predykatow byto pierwszym z kilku zadziwiajgcych wktadéw Gédla do logiki matematycznej (i
filozofii matematyki). Dowdd Godla twierdzenia o zupetnosci przy okazji udowodnit dwie inne wazne
wiasciwosci logiki predykatow.

Modelowanie zdan spdjnych. Jesli I jest zbiorem zdan, ktérych logiczne konsekwencje nie zawieraja
sprzecznosci, to istnieje model 2 . Oznacza to, ze istnieje dziedzina D indywidudw i interpretacji symboli
predykatéow Z na D, w ramach ktérych kazde zdanie w P jest prawdziwe.

Zwartosc. Jesli kazdy skoniczony podzbiér ¥’ z £ ma model, to 2 réwniez. (Wynika to z modelowania,
poniewaz jesli kazdy skoriczony podzbidr ' ma model, to z 2’ nie wynika zadna sprzecznos¢. Ale wtedy
nie wynika zadna sprzecznos¢ z 2 , poniewaz kazdy dowdd jest skonczony i stagd obejmuje tylko
skonczony podzbiéri’ zz.)

Zupetnosc i niezupetnos¢



Zupetnos¢ logiki predykatow oznacza, ze wszystkie twierdzenia matematyczne sg dowodliwe w
nastepujgcym wzglednym sensie. Jesli T wynika z aksjomatéw ay, . . . ,ax, wowczas implikacja (a i . . . i
o) => T jest wazna, a zatem dowodliwa w logice predykatow. (Przywodzi to na mysl poczagtkowe stowa
Russella [1903]: czysta matematyka jest klasg, jesli wszystkie propozycje w postaci ,,p implikuje q”.)
Moze jednak istnie¢ pewien obszar matematyki, ktérego nie da sie catkowicie zaksjomatizowac¢, w tym
sensie, ze zaden zbidér aksjomatow, ktéry mozemy zapisac, nie bedzie logicznie implikowat wszystkich
prawd tego obszaru.

Zagadnienia filozoficzne

Kiedy po raz pierwszy wprowadzono systemy formalne, wiele pytan na ich temat dotyczyto znaczenia
wzordw i metod stosowanych do wyprowadzania twierdzen, takich jak indukcja.

Intuicja i logika. Poincaré w 1894 roku dokonat mocnego kontrastu miedzy indukcjg w nauce a indukcja
w matematyce:

Indukcja stosowana w naukach fizycznych jest zawsze niepewna, poniewaz opiera sie na wierze w
0goblny porzadek wszechdwiata i porzagdek poza nami. Indukcja matematyczna... wrecz przeciwnie,
narzuca sie koniecznie, poniewaz jest tylko potwierdzeniem wtasciwosci samego umystu.

Opisujac indukcje jako wtasciwos¢ umystu, twierdzi, ze indukcja nalezy do intuicji, a nie logiki.
Jakkolwiek by byto, indukcje mozna z pewnoscig wyrazi¢ jako wtasciwos¢ liczb. Biorgc pod uwage
redukcje matematyki do arytmetyki plus pewnej teorii mnogosci, pozostaje znalezé odpowiednie
aksjomaty dla arytmetyki i zbioréw. W przypadku arytmetyki indukcja wydaje sie zaréwno intuicyjna,
jak i kluczowa — ale czy jest wystarczajgca? W przypadku zbioréw nie jest oczywiste, ktdre aksjomaty
sg intuicyjne lub wystarczajgce. Jak pewni jeste$my, ze przyjete aksjomaty sg spdjne?

Znaczenie i istnienie. Czy istnienie zbioréw nieskoniczonych jest udowodnione? Bolzano (1851) i
Dedekind (1888) uwazali tak, jak widzieli§my w rozdziale 7.5, ale Zermelo przyjat to jako aksjomat. Z
drugiej strony, nie wydaje sie, aby istniata rowniez praktyczna teoria skonczonego wszechswiata
matematycznego. Jesli pominiemy aksjomat nieskonczonosci Zermela z jego teorii mnogosci (lub
dodamy jego negacje), otrzymamy teorie zbiorow skonczonych, ale nadal istnieje nieskonczenie wiele
zbioréw skonczonych. Nic wiec dziwnego, ze nie mozemy znalez¢ zadnego skoriczonego modelu teorii
zbioréw skonczonych. Inne pytanie o istnienie postawit Hilbert w 1900 roku. Cytuje z angielskiego
ttumaczenia w Hilbercie (1902):

Jesli do pojecia zostang przypisane sprzeczne atrybuty, to twierdze, ze matematycznie pojecie to nie
istnieje. Tak wiec na przyktad liczba rzeczywista, ktérej kwadrat wynosi -1, nie istnieje matematycznie.
Ale jesli mozna udowodnic, ze atrybuty przypisane pojeciu nigdy nie mogg prowadzi¢ do sprzecznosci
przez zastosowanie skonczonej liczby procesédw logicznych, twierdze, ze matematyczne istnienie
pojecia (na przyktad liczby lub funkcji, ktdra spetnia pewne warunki) jest w ten sposéb udowodnione.

Raczej satysfakcjonujgce uzasadnienie twierdzenia Hilberta daje modelowanie zdan spdjnych, ktére
wynika z dowodu Godla twierdzenia o zupetnosci dla logiki predykatéw. Jesli ,atrybuty przypisane
pojeciu” mozna wyrazi¢ w logice predykatow (co zwykle ma miejsce w matematyce), to pojecie ma
model, ktéry moze stuzyé do ustalenia jego istnienia.

Dyskretny i ciggty. Wadg modelu zdan spdjnych uzyskanego z dowodu Godla o zupetnosci jest to, ze
niekoniecznie jest to zamierzony model. W szczegdlnosci, jesli zbidr zdan jest policzalny — co dla
wszystkich praktycznych celéw musi by¢ — to model jest rowniez policzalny. W szczegdlnosci kazdy



spojny zbidr zdan o kontinuum ma przeliczalny model, co z pewnoscig nie jest zamierzone! Ten wynik,
uzyskany przez Skolema (1922) i znany jako paradoks Skolema, nie jest w rzeczywistosci sprzeczny.
Oznacza on jedynie, ze w modelu nie ma funkcji, ktdra tgczytaby cztonkdéw jego , kontinuum” z liczbami
naturalnymi. Ale z pewnoscig pokazuje, jak trudno jest w petni opisaé kontinuum.

Niektérzy matematycy sprzeciwiali sie formalizacji, nie tylko dlatego, ze nie wierzyli w formalizacje
niektdrych obiektow, ale réwniez dlatego, ze formalizacja wyklucza intuicje, ktéra uwazali za istotny
sktadnik matematyki. Ten ostatni zarzut mogtby zostaé zasadniczo obalony, gdyby znaleziono
kompletny formalny system matematyki — ale tak sie nie stanie, jak zobaczymy w nastepnej sekcji. W
kazdym razie zarzut ten nie miat znaczenia.

Nawet najwieksi zwolennicy formalizacji, tacy jak Hilbert, cenili role intuicji w matematyce. Ich powdd
formalizacji byt inny: tworzenie dowoddéw, co do ktérych wszyscy zgadzajg sie, ze s3 dowodami.
Wszyscy zgodzg sie, ze dane twierdzenie wynika z danych aksjomatdw zgodnie z danymi regutami,
poniewaz jest to stwierdzenie dotyczace skonczonego obliczenia, ktére kazdy moze zweryfikowad.
Interpretacja ciggdw symboli w dowodzie nie ma znaczenia. Celem formalizacji jest raczej uczynienie z
kwestii spdjnosci kwestii obliczen; mianowicie, czy sprzeczny cigg, taki jak 0 = 1, wynika z aksjomatéw
na podstawie podanych regut. Gdy na to pytanie zostanie udzielona twierdzgca odpowiedz dla
formalnego systemu F, wowczas nawet konstruktywisci bedg musieli przyznaé, ze F jest nieszkodliwy,
nawet jesli nie uznajg wszystkich jego twierdzen za sensowne. Byt to program Hilberta, za pomoca
ktérego miat nadzieje udowodnic, ze rozumowanie o nieskoriczonosci jest nieszkodliwe. Program nie
okazat sie taki, jakiego Hilbert sie spodziewat, jak zobaczymy w nastepnej sekcji, ale doprowadzit do
niezwyktych osiggnie¢ w filozofii matematyki.

Nierozwigzywalnosc i niezupetnos¢
PRZEGLAD

Formalne systemy omdwione w poprzedniej sekcji sg czesciowq realizacjg marzenia Leibniza o
rachunku argumentacyjnym — formalnym systemie do ustalania prawdy — ale tylko czesciowa. W tej
sekcji przyjrzymy sie drugiej stronie historii: ograniczeniom formalnych systeméw. Ograniczenia te
wynikajg z oszatamiajgcej propozycji znanej jako teza Churcha: istnieje kompletna i matematycznie
precyzyjna definicja obliczen (a wraz z nig precyzyjne definicje algorytmu, problemu rozwigzywalnego
i problemu nierozwigzywalnego). Mozliwos¢ wszechstronnej definicji obliczen zostata po raz pierwszy
podejrzewana przez Posta w latach 20. XX wieku, a najbardziej przekonujgco argumentowana przez
Turinga (1936). Z natury teze Churcha mozna w zasadzie sfalsyfikowa¢, ale zadna falsyfikacja nigdy nie
wyszta na jaw. Tak wiec teze Churcha uwaza sie obecnie za réownie dobrze potwierdzong, jak
jakiekolwiek prawo natury. W kazdym razie mozemy zbudowad teorie obliczen na tezie Churcha, a
teoria ta prowadzi do nastepujgcych niezwyktych wynikow:

1 Istniejg algorytmicznie nierozwigzywalne problemy w matematyce.
2 Kazdy wystarczajgco silny formalny system arytmetyki jest niekompletny lub niespdjny.

3 Spdjnosé wystarczajgco silnego formalnego systemu arytmetyki nie jest udowodniona w ramach
systemu.

Te wyniki, jak pokazemy w zarysie ponizej, wszystkie wynikajg z prostych wariacji argumentu
diagonalnego Cantora.

Obliczalnos¢



W XVII wieku, gdy Leibniz marzyt o rozstrzyganiu prawdy za pomocg obliczen, pojecie obliczen miato
raczej ograniczone znaczenie. Sam Leibniz zaprojektowat maszyne liczagcg zdolng do wykonywania
obliczen arytmetycznych na liczbach i bez watpienia przyjatby, ze algebra réwniez jest obliczeniami. Do
1850 roku Boole doszedt do tego, ze wykonywat logike zdan za pomocq obliczen algebraicznych. Jednak
ogolna definicja obliczen musiata poczekaé na rozwdj formalnych systemdédw matematyki, okoto 1900
roku. Dopiero wtedy stato sie jasne, jak szeroka musiata by¢ definicja obliczen, aby marzenie Leibniza
sie spetnito. Najbardziej wptywowym formalnym systemem na poczatku XX wieku byty Principia
Mathematica Whiteheada i Russella (1910). Principia twierdzity, ze pokazuja, w jaki sposdb wszystkie
twierdzenia matematyki mozna wygenerowac z poszczegdlnych aksjomatéw za pomocyg pewnych
regut. Reguty byly takie, ze w zasadzie byly mechaniczne, a zatem mozna je byto stosowac bez
zastanowienia do ciggdw symboli — eliminujgc wszelkie mozliwosci ludzkiego btedu lub stronniczosci.
Na poczatku lat 20. XX wieku reguty zostaty przeanalizowane i uproszczone przez Posta, az do
momentu, gdy zostaty zredukowane do formy

gw -> Wg’

dla skonczonej liczby par ciggéow symboli (g,g’). Reguta gW->Wg' mdwi, ze w dowolnym ciggu
zaczynajgcym sie od g, g mozna usunac z lewej strony i nastepnie dotgczy¢ g’ z prawej. Post nazwat taki
system regut systemem normalnym. Poczatkowo Post myslat, ze prostota systemdédw normalnych
pozwoli mu zdecydowaé, czy dany cigg symboli jest twierdzeniem Principia, czy nie. Jednak pdzniej nie
byt w stanie przewidzie¢ zachowania bardzo prostych systemdw normalnych i zdat sobie sprawe, ze
sytuacja byta odwrotna do tego, na co liczyt: kazde obliczenie moze byé symulowane przez system
normalny i nie ma ogdlnej reguty rozstrzygajacej, czy dany system normalny generuje dany cigg. Post
dostrzegt przysztosc logiki matematycznej, ktéra miata sie rozwingé w ciggu nastepnych pietnastu lat
(jego opis mozna znalez¢ w Post 1941). Jednakze powstrzymata go bezprecedensowa trudnosc¢: jak
mozna by¢ pewnym, ze koncepcja uktadu normalnego (lub jakakolwiek inna definicja) w petni oddaje
koncepcje obliczen? Zobaczyt, ze to twierdzenie (pdzniej znane jako teza Churcha lub teza Churcha-
Turinga) jest czyms$ w rodzaju prawa natury — wymagajgcego ciggtej weryfikacji i zagrozonego mozliwg
falsyfikacja.

Nierozwigzywalnos¢

Podczas gdy praca Posta pozostata nieopublikowana i nieznana, niezalezne préby zdefiniowania
pojecia obliczen podjeli Church (1936) i Turing (1936). Podejscie Turinga (obecnie znane jako koncepcja
maszyny Turinga) byto niezwykle przekonujgce, bedac zasadniczo idealizacjg ludzkiego , komputera”
pracujacego z otéwkiem i papierem:

e Zamiast papieru maszyna Turinga ma nieskoriczong tasme podzielong na kwadraty. Kazdy kwadrat
moze pomiesci¢ jeden ze skonczonego alfabetu symboli, w tym puste miejsce.

e Zamiast cztowieka z otdwkiem maszyna Turinga ma gtowice odczytujgco-zapisujgcy, ktéra moze
przyjac jeden ze skonczonej liczby stanéw wewnetrznych (takich jak stany mentalne). Gtowica skanuje
jeden kwadrat na raz i, w zaleznosci od stanu wewnetrznego q; i zeskanowanego symbolu S;, zastepuje
S;symbolem Sy, przesuwa sie o jeden kwadrat w lewo lub w prawo i wchodzi w stan q;.

. L . . - . . 88 Ry,
Kazda maszyna Turinga jest zatem opisana przez skoiczenie wiele kwintetédw, w postaci * "~ lub

{‘r""}-"'i’-*f'q"'. Obliczenie maszyny jest okreslone przez dane wejsciowe, sktadajgce sie ze skonczonej

sekwencji oznaczonych kwadratéw tasmy, poczatkowo zeskanowanego kwadratu i stanu
poczatkowego. Przy odrobinie praktyki tatwo jest zrealizowa¢ obliczenia otdwkiem i papierem za
pomocg obliczen maszyny Turinga. Sekret polega na wyobrazeniu sobie, jak mozna by wykonad



obliczenia, gdyby pozwolono nam ogladac¢ tylko jeden symbol na raz. Najbardziej ambitnym
obliczeniem, o ktédrym nalezy pomysleé, jest obliczenie uniwersalnej maszyny Turinga: maszyny U,
ktéra moze przyja¢ opis dowolnej maszyny Turinga T i dowolne dane wejsciowe |, i symulowac
obliczenie T na I. Pierwszg trudnoscig do pokonania jest to, ze U, jak kazda inna maszyna Turinga, ma
tylko skoriczony alfabet symboli i skoriczenie wiele standw wewnetrznych. Jesli U ma w ogdle odczytac
opis T, ten opis musi by¢ zapisany w ustalonym, skoriczonym alfabecie. Na przyktad, mozna uzy¢
alfabetu q;S;L;R;0g i uzy¢ symbolu pierwszego 0, aby zapisac qi jako q00 ... (q z i liczbami pierwszymi) i
zapisac Sj jako SO0 ... (S z j liczbami pierwszymi). Tak wiec pojedynczy symbol w opisie T musi zostac
zastgpiony ciggiem symboli, koniecznie roztozonym na sekwencji kwadratéw tasmy U. Naturalnie,
sprawia to, ze symulacja T przez U jest dos¢ powolna (podobnie jak potrzeba, aby U ciggle ,,odwotywat
sie” do opisu T w celu wykonania kazdego kroku obliczen T). Niemniej jednak, w zasadzie wida¢,
dlaczego istnieje uniwersalna maszyna Turinga i ze U moze symulowac to, co T robi na danym wejsciu,
krok po kroku. (Dzi$ uniwersalne maszyny Turinga sg wszechobecne; wspdlny jezyk programowania
jest rownowazny uniwersalnej maszynie Turinga. Wadg tego faktu, jak zaraz udowodnimy, jest to, ze
trudno przewidzieé, co dany program zrobi na podstawie danych wejsciowych.) Teraz jedng rzeczg jest
wykonywanie instrukcji; inng jest przewidywanie, dokad one doprowadzg. Na przyktad mozemy
obliczy¢ dowolng liczbe miejsc dziesietnych liczby i, ale obecnie nie wiemy, czy kiedykolwiek wystgpi
1000 kolejnych 7. W przypadku maszyn Turinga ostateczny wynik obliczen jest niepewny, co mozemy
zobaczy¢ w nastepujacym przyktadzie:

Problem samobadania. Majac dang maszyne Turinga T, zdecyduj, czy T, majgca swdéj wtasny opis des
(T) jako dane wejsciowe, kiedykolwiek zatrzyma sie na pustym kwadracie. Uzywamy tutaj terminu
,problem” w znaczeniu nieskonczonego zbioru pytan, w tym przypadku nastepujacych, dla kazdej
maszyny Turinga T:

Qq: Czy T, na danych wejsciowych des (T), kiedykolwiek zatrzyma sie na pustym kwadracie?

Pokazemy, ze zadna maszyna Turinga S nie moze poprawnie odpowiedzie¢ na wszystkie pytania Qs .
Mozna zatozy¢, ze S otrzymuje pytanie Qr w formie des (T), poniewaz Qr mozna zrekonstruowac z des
(T). Mozna réwniez zatozy¢, ze S odpowiada ,nie”, zatrzymujac sie na pustym kwadracie, i ,tak”,
zatrzymujac sie na niepustym kwadracie. Ale wtedy S nie moze udzieli¢ prawidtowej odpowiedzi na
pytanie Qs Jesli S, przy danym Qs, zatrzymuje sie na pustym kwadracie, to odpowiedz na Qs brzmi , tak”,
wiec S nie powinien zatrzymac sie na pustym kwadracie. A jesli S nie zatrzymuje sie na pustym
kwadracie, to odpowiedz na pytanie Qs brzmi ,nie”, a S musi zatrzymac sie na pustym kwadracie. Ta
sprzecznos¢ pokazuje, ze problem samobadania nie moze zostaé rozwigzany przez maszyne Turinga. A
zatem, jesli teza Churcha-Turinga jest poprawna, tego problemu nie mozna rozwigza¢ zadnymi
obliczeniami. Jak modéwimy, problem jest algorytmicznie nierozwigzywalny Ilub po prostu
nierozwigzywalny. Poniewaz problem samobadania jest raczej ewidentnie samoniszczgcy, mozna by
mie¢ nadzieje, ze nierozwigzywalnosc jest aberracjg, a nie czyms, co dzieje sie naturalnie. Tak nie jest,
poniewaz maszyny Turinga mogg by¢ ,symulowane” przez rézne naturalne systemy w matematyce i
logice. W rzeczywistosci Church i Turing natychmiast zauwazyli, ze logika predykatéw moze
,Ssymulowaé” maszyny Turinga, w wyniku czego problem decydowania o waznosci w logice predykatéw
—tzw. Entscheidungsproblem — jest nierozwigzywalny.

Niezupetnos¢

Pojecie obliczalnosci, ktdre jakim$ cudem wydaje sie byé zupetne i absolutne, stoi w kontrascie do
pojecia dowodzenia, ktdére okazuje sie niezupetne i wzgledne. tacznikiem miedzy nimi jest
nieobliczalnos¢, ktdra wynika z obliczalnosci przez argument przekatny. Najwygodniejszg formag
argumentu przekatnego jest ta, ktérej uzyt Cantor (1891), aby udowodni¢, ze dowolny zbiér ma wiecej



podzbiordow niz elementéw. Podazajgc za Postem, stosujemy ten argument do zbioréw powigzanych z
maszynami Turinga, zwanych zbiorami obliczalnie przeliczalnymi. Zbiér liczb naturalnych jest nazywany
obliczalnie przeliczalnym, jesli istnieje maszyna Turinga, ktéra wymienia jego elementy. Sposdb
tworzenia listy nie jest wazny, o ile dowolna maszyna Turinga ma powigzany z nig zbior obliczalnie
przeliczalny (by¢ moze zbidr pusty) i mozemy zaobserwowaé, kiedy dana maszyna T wymienia dang
liczbe n. Odwotamy sie do tezy Churcha-Turinga, aby stwierdzié, ze kazdy zbidr, ktéry jest intuicyjnie
wyliczalny, jest wyliczalny przez maszyne Turinga. N jest obliczalnie wyliczalny, podobnie jak wiele jego
podzbiordw, takich jak zbidr liczb pierwszych. Co wiecej, mozemy obliczalnie wyliczy¢ wszystkie opisy
maszyny Turinga, wymieniajgc je w kolejnosci leksykograficznej. Niech Wn bedzie obliczalnie
wyliczalnym zbiorem wymienionym przez n-tg maszyne Turinga. Wynika z tego argument diagonalny,
ze zbidr

D={n:n¢W,}

nie jest obliczalnie wyliczalny, poniewaz rdzni sie od kazdego W, wzgledem elementu n. (Co ciekawe,

. . = tne W L. . . . . ., ,
jego dopetnienie D={n:n¢€ W} jest obliczalnie wyliczalne. Mozemy wypisaé n, ktére

pojawiajg sie w N - D, pozwalajgc pierwszym k maszynom Turinga dziata¢ przez k krokéw, dlak =1, 2,
3, ... i umieszczajac n na liscie, jesli kiedykolwiek zostanie wypisane przez n-tg maszyne.) Teraz
formalny system F, zgodnie z najszerszg mozliwg definicjg, ma obliczalnie wyliczalny zbidr twierdzen,
wiec mozemy obliczalnie wyliczy¢ twierdzenia F, ktére majg posta¢ n & D. Poniewaz D nie jest
obliczalnie wyliczalny, twierdzenia te (jesli s3 poprawne) nie obejmujg wszystkich prawdziwych
stwierdzen postacin & D . Ten fakt wskazuje na pewne niepowodzenie systemu F, ale musimy wydoby¢
znaczenie warunku ,jesli jest poprawny”. Prowadzi to do ciggu coraz silniejszych twierdzen o
niezupetnosci.

1 Zatézmy, ze F jest niesprzeczny i ze zbioér n, dla ktérego F dowodzi ,,n & W,” jest zbiorem obliczalnie
przeliczalnym Wn,. Zaktadamy réwniez, ze F jest wystarczajgco silny, aby symulowa¢ maszyny Turinga,
a zatem udowodni¢ n € W, kiedykolwiek jest to prawda. Co mozemy teraz powiedzie¢ o zdaniu ,m =
& Wn"? Jesli F dowodzi ,m = € Wp,"”, to m € Wm, zgodnie z definicjg Wm. Ale zatozylismy, ze F moze
udowodni¢ wszystkie takie prawdziwe stwierdzenia, wiec F dowodzi rdwniez ,m € Wm”, zaprzeczajac
spdjnosci. Zatem F nie dowodzi ,m = € Wy", wiec m = & W,,, ponownie zgodnie z definicjg Wn. To
sprawia, ze ,m = & Wy,"” jest konkretnym prawdziwym zdaniem, ktérego F nie potrafi udowodnié.
Zauwaz, ze zdanie ,m = € W,"” zasadniczo mowi ,nie jestem udowodnialny”, poniewaz m = & W,
oznacza, ze ,m = & Wy,” nie jest udowodnialne, zgodnie z definicjg W,.

2 Przektadajgc dziatanie maszyn Turinga na arytmetyke — co jest mozliwe, cho¢ dalekie od oczywistosci
— mozemy pokazaé, ze arytmetyczna PA Peano jest ,wystarczajgco silna” w powyzszym sensie. Tak
wiec jezyk PA ma zdanie, ktére jest rownowazne z m = & Wy, a zatem nie do udowodnienia w PA, jesli
PA jest niesprzeczne. Innymi stowy, jesli PA jest niesprzeczne, to zdanie ,m = € W,"” nie jest do
udowodnienia w PA. Lub, réwnowaznie, jesli PA jest niesprzeczne, tom = € W,

3 Podobna ,arytmetyzacja” dowoddéw w PA pozwala nam wyrazié niesprzecznos¢ PA za pomocg zdania
w jezyku PA, Con(PA), i wywnioskowaé z niego, ze m = € Wy, Tak wiec ,,Con(PA)) m = &€ W,"” jest
twierdzeniem PA.

Z tego wynika, ze Con(PA) nie moze by¢ udowodnione w PA, w przeciwnym razie modus ponens datoby
dowdd ,m = € Wy"”, a wiemy, ze ,m = € Wy"” nie ma dowodu w PA. Zatem PA, jesli jest spdjne, nie
moze udowodni¢ swojej wiasnej spdjnosci (i nie moze tego zrobi¢ zaden spdjny system, ktdry obejmuje
PA, poniewaz podobny argument bedzie miat zastosowanie). To btyskotliwy tok myslenia — jeden z
najbardziej oszatamiajgcych w matematyce. Pozycja 1 przypomina wyniki uzyskane przez Posta w



latach 20. XX wieku. Pozycje 2 i 3 sg zasadniczo pierwszym i drugim twierdzeniem o niezupetnosci Godla
(1931), chociaz Godel znalazt pierwsze twierdzenie inaczej, bezposrednio konstruujgc zdanie, ktére
mowi ,,nie jestem udowodnialny”. Co ciekawe, Gédel najpierw udowodnit niezupetnosé dla systemu
wyzszego poziomu Principia Mathematica, poniewaz nie zdawat sobie sprawy, ze obliczenia lub
dowody mozna arytmetyzowaé. Do arytmetyzowania zachecit go von Neumann, ktéry réwniez
zastuguje na uznanie za drugie twierdzenie o niezupetnosci. Von Neumann wskazat na niemoznos¢
udowodnienia spéjnosci w liscie do Gddla, zanim sam Godel ogtosit wynik.

Niezupetnos¢ teorii mnogosci

Argument przekatny jest tatwym i skutecznym sposobem na wykazanie niezupetnosci powszechnych
systemow aksjomatow dla matematyki, takich jak arytmetyka Peano. Jednak jak dotad nie udato sie
wykaza¢ nieudowodnialnosci (w PA lub jakimkolwiek silniejszym systemie) zadnych znanych,
nieudowodnionych zdan, takich jak hipoteza Goldbacha, hipoteza liczb pierwszych blizniaczych lub
hipoteza Riemanna. W rzeczywistosci wszystkie nieudowodnione zdania znalezione do tej pory zostaty
opracowane przez logikdw. Sytuacja jest inna w teorii mnogosci, gdzie kilka twierdzen otwartych od
czaséw Cantora okazato sie pdzniej nieudowodnialnych na podstawie standardowych aksjomatéw
teorii mnogosci. Dwa z najciekawszych to aksjomat wyboru i hipoteza continuum. Aksjomat wyboru
stwierdza, ze dowolny zbidr X niepustych zbioréw x ma funkcje wyboru: funkcje f taka, ze f(x) € x dla
kazdego x € x. Ten aksjomat jest uzywany niejawnie (a na poczatku byt czesto uzywany nieswiadomie),
gdy zbidr jest definiowany za pomoca nieskoriczonego ciggu wybordw. Na przyktad, aby udowodnic,
ze nieskonczony zbidér X zawiera nieskoriczony cigg elementow xi,X2,X3, . . . chcemy powiedzieé: wybierz
X1z X, nastepnie x, z X — {x1}, nastepnie x3 z X - {x1,x2}, i tak dalej. Ale nawet ta prosta definicja nie moze
by¢ uzasadniona standardowymi aksjomatami teorii mnogosci. Cohen (1963a,b) pokazat to,
konstruujgc model standardowych aksjomatéw, w ktorym istnieje nieskoniczony zbidr (liczb
rzeczywistych) nie zawierajgcy nieskonczonego ciggu. Hipoteza continuum powstata z odkrycia
Cantora, ze R jest zbiorem wiekszym niz N. W swojej naiwnej formie hipoteza stwierdza, ze R jest
kolejnym najwiekszym zbiorem po N. (Cantor podat réwniez bardziej wyrafinowang forme, obejmujaca
liczby porzadkowe, ktdrej nie mam tu miejsca wyjasnié). Cohen (1963) wykazat, ze hipoteza continuum
nie jest udowadnialna ze standardowych aksjomatéw, poprzez skonstruowanie modelu tych
aksjomatéw, w ktérym hipoteza jest fatszywa. Nalezy réwniez wspomnie¢, ze aksjomatu wyboru i
hipotezy continuum nie mozna obali¢ ze standardowych aksjomatéw. Pokazat to Godel (1938), gdy
skonstruowat model, w ktédrym oba stwierdzenia sg prawdziwe. Tak wiec dwa z najbardziej naturalnych
pytan dotyczacych zbiordw nieskoriczonych nie mogg zostac rozstrzygniete przez naturalne aksjomaty.
Sytuacja jest troche podobna do sytuacji aksjomatu rownolegtego w stosunku do innych aksjomatéw
Euklidesa (lub Hilberta). Mozemy swobodnie dodac albo aksjomat, albo jego negacje i nie powstanie
zadna sprzecznos¢, zaktadajac, ze inne aksjomaty sg spdjne. Réznica polega na tym, ze — o ile nam
wiadomo — w przypadku teorii mnogosci nie istniejg zadne oczywiste naturalne modele dla alternatyw
— nie ma teorii mnogosci ,,Cantora” i ,nie-Cantora”.

Zagadnienia filozoficzne

Biorgc pod uwage rozwdj od lat 30. do 60. XX wieku, mozemy zobaczy¢, jak daleko rozwineta sie
filozofia matematyki od czaséw starozytnej Grecji:

1 Pojecie obliczalnosci, nieuznawane przez Grekdw, zostato precyzyjnie zdefiniowane i obecnie rzadzi
duzymi obszarami matematyki. Wyznacza ono granice koncepcji dowodu i rozstrzyga, czy wiele
problemodw jest rozwigzywalnych, czy nie.

2 Pojecie dowodu w logice zostato opisane w catosci (w przypadku logiki predykatéw, najbardziej
istotne dla matematyki): istnieje obliczenie, ktdre generuje wszystkie logicznie poprawne formuty. Nie



ma jednak algorytmu, ktéry decyduje, biorgc pod uwage dowolng formute, czy formuta ta jest
udowodnialna (a zatem wazna), czy nie.

3 Pojecie dowodu w matematyce jest niekompletne, a zatem nie jest absolutng prawda matematyczng;
w rzeczywistosci dla dowolnego spdjnego systemu F zawierajgcego pewng ilos¢ arytmetyki istniejg
prawdziwe stwierdzenia F, ktérych nie da sie udowodni¢ za pomocg F. Z jasnej strony, z zupetnosci
logiki wynika, ze mozemy znalez¢ wszystkie konsekwencje danego zestawu aksjomatéw.

4 Twierdzenie Hilberta, ze istnienie matematyczne jest tym samym, co spdjnos¢, zostato uznane za
mozliwe do utrzymania, poniewaz dowdd Godla na zupetnosé logiki predykatéw daje model dla
dowolnego spdjnego zestawu aksjomatow (jak wspomniano w rozdziale 8.3). Jednak obliczalny zestaw
aksjomatéw nie musi miec obliczalnego modelu, wiec ten rodzaj istnienia nie jest akceptowalny dla
konstruktywistow.

5 Spdjnos¢é matematyki musi by¢ kwestig intuicji; w tym sensie, ze zaden rozsadnie silny (i spdjny)
system nie zawiera dowodu swojej wtasnej spéjnosci. Program Hilberta do udowadniania spdjnosci
wydaje sie by¢ nie do naprawienia uszkodzony przez ten wynik.

6 Znaczenie i istnienie nieskornczonosci stato sie bardziej skomplikowanym pytaniem. Kontinuum, ktére
akceptuje wiekszos¢ matematykdw, mozna pojac tylko jako rzeczywistg nieskoriczonosé, poniewaz jest
niepoliczalne. Ale istnieje nieskoficzenie wiele rzeczywistych nieskoriczonosci. Nie jest jasne, gdzie
przeprowadzi¢ granice miedzy akceptowalnym a nieakceptowalnym w rzeczywistych
nieskoriczonosciach.

7 Pomimo swoich trudnosci, kontinuum stato sie podstawg analizy, stagd wiekszos¢ geometrii i
wiekszos¢ fizyki matematycznej. Te dziedziny matematyki zostaty zarytmetyzowano; to znaczy, w
oparciu o aksjomaty dla liczb naturalnych plus pewne aksjomaty dla zbioréw nieskonczonych.

8 Kontinuum nadal nie jest w petni zrozumiane, poniewaz hipoteza kontinuum nie jest ustalona przez
standardowe aksjomaty teorii mnogosci. Z drugiej strony, nie znaleziono zadnego ,konstruktywnego”
analogu kontinuum, ktéry bytby akceptowalny dla wiekszosci matematykéw.



