Il : KINEMATYKA

W tej czesci zajmiemy sie fundamentalnymi aspektami kinematyki. W szczegdlnosci wyjasnimy pojecia
przemieszczenia liniowego i katowego, predkosci i przyspieszenia. Po oméwieniu ruchu czasteczek,
wyjasnimy okreslone aspekty ruchu ciata sztywnego.

Wprowadzenie

Kinematyka jest badaniem ruchu ciat bez wzgledu na sity dziatajgce na ciato. Dlatego tez w kinematyce
uwaga bedzie skupiona na pozycji, predkosci i przyspieszeniu ciata; jak te wtasciwosci sg powigzane i
jak zmieniajg sie w czasie. Tu przyjrzymy sie dwém typom ciat : czgstkom i ciatom sztywnym. Ciato
sztywne jest systemem czastek , ktdre pozostajg  w ustalonych odlegtosciach od siebie, bez
wzglednego przesuniecia lub rotacji miedzy nimi. Innymi stowy, ciato sztywne nie zmienia swojego
ksztattu podczas ruchu lub jakiekolwiek zmiany w ksztatcie ciata sg tak mate lub nieistotne , ze mozna
je bezpiecznie poming¢. Biorgc pod uwage ciato sztywne, jego wymiary i orientacja sg wazne, i musisz
wzigé pod uwage zaréwno liniowy ruch ciata jak i ruch katowy. Z drugiej strony, czastka jest ciatem
ktére ma mase, ale jej wymiary sg nieistotne lub niewazne w badanym problemie. Na przyktad, kiedy
rozpatrujemy Sciezke pocisku lub rakiety na duzej odlegtosci, mozesz bezpiecznie zignorowaé wymiary
ciata analizujac jego trajektorie. Kiedy rozwazasz czgstke, jej ruch liniowy jest wazny, ale ruch katowy
samej czastki nie jest. Wyglada na to ,ze patrzac na problem, oddalasz sie od niego, patrzac na duzy
obraz, ze tak powiem, w przeciwienstwie do powiekszania ciata, jak robisz to , patrzac na rotacje ciata
sztywnych. Niezaleznie od tego czy patrzysz na problemy z udziatem czgstek czy ciata sztywnego,
istniejg pewne wazne cechy kinematyczne wspodlne dla obu. Chodzi oczywisci o pozycje obiektu,
predkosé i przyspieszenie.

Predkos¢ | Przyspieszenie

Ogdlnie rzecz biorgc, oredkosé jest wielkoscig wektora , ktédra ma wielkos¢ i kierunek. Modutem
predkosci jest szybkosé. Szybkosé jest terminem znanym : to szybkos¢ jakg pokazuje Twoj
predkosciomierz, kiedy jedziesz samochodem po autostradzie. Formalnie, szybkos¢ jest
wspotczynnikiem podrézy , lub wspdtczynnikiem odlegtosci przebytej do czasy pokonania tej
odlegtosci. W terminach matematycznych mozemy zapisac:

v = As /At

gdzie v jest szybkoscia, modut predkosci v, a As jest odlegtoscig przebyty przez odcinek czasu At.
Zauwaz ,ze ta relacja ujawnia ,ze jednostki szybkosci s3 ztozone z podstawowych wymiaréw dtugosci
podzielonych przez czas, L/T. Niektére typowe jednostki predkosci to metry na sekunde, m/s. Oto
prosty przyktad : Samochdd jedzie prostg drogg, mija znacznik 1 w czasie t; i znacznik 2 w czasie t,
gdzie t; jest réwne 0 a t; jest rowne 1,136 s. Odlegto$¢ miedzy tymi dwoma znacznikami , s, to 30
metréw. Obliczymy szybkos$é samochodu




Wiemy ,ze s réwna sie 30 metréw, As réwna sie 30 metréw, a At réwna sie t; —t1, lub 1,136. Sybkos¢
samochodu na tej odegtosci to

v=As /At=30/1,136 =26,4 m/s

co oznacza w przyblizeniu 95 km/h. Jest to prosty, jednowymiarowy przyktad, ale przedstawia wazny
punkt, ktéry polega na ty, ,ze obliczona wiasnie predkosc jest srednig szybkoscig samochodu na tej
odlegtosci. W tej chwili nie wiesz nic o przyspieszeniu samochodu ani o tym, czy lub nie porusza sie ze
statg 95 km/h. Rownie dobrze mogtoby sie zdarzyé, ze samochdd przyspieszyt (lub zwalniat) na
odlegtosci 30 metréw.

Aby doktadniej przeanalizowa¢ ruch samochodu w tym przyktadzie, musisz zrozumiec pojecie
predkosci chwilowej. Predkos¢ chwilowa jest specyficzng predkoscig w danej chwili czasu, a nie w
duzym przedziale czasu, jak w przyktadzie z samochodem. Oznacza to ,ze musisz spojrzeé na bardzo
mate At. W terminologii matematycznej , musisz rozwazy¢ granice przy At dazagcym do zera, tzn. gdy
At staje sie nieskonczenie mate. Jest to zapisane w nastepujgcy sposdb:

v = limAwso(As / At)

W terminologii rézniczkowej, predkosé jest pochodng przemieszczenia (zmiana potozenia) wzgledem
czasu

v=ds/dt

Mozesz zmienic ten stosunek i catkowaé w przedziale od s1 do s; i t1 do t; jak pokazano tu:

vdt =ds
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59 [x]

{1
$: — 51 = As .:f vdt
S|

Ta relacja pokazuje ,ze przemieszczenie jest catkg predkosci w czasie. Daje to nam sposéb poruszania
sie miedzy przemieszczeniem a predkoscig. W kinematyce rozrdznia sie miedzy przemieszczeniem a
przebytg odlegtoscig. W jednym wymiarze, przesuniecie jest takie samo co pokonana odlegtosé; jednak
kiedy rozwazamy wektory w przestrzeni, przemieszczenie jest po prostu wektorem od pozycji
poczatkowej do koricowej, bez wzgledu na droge ktdéra przebyt; przemieszczenie jest réznicg miedzy
wspotrzednymi potozenia poczatkowego a wspotrzednym potozenia koncowego. W zwigzku z tym
trzeba by¢ ostroznym przy obliczaniu sredniej predkosci z danym przemieszczeniem, jesli droga od
pozycji poczatkowej do koricowej nie jest linig prosty. Kiedy At jest bardzo mate (dazy do zera),
przemieszczenie i odlegtos¢ przebyta sg takie same. Kolejng waing cechg kinematyki jest
przyspieszenie, ktére tez powinno ci by¢ znane. Odnoszgc sie do doswiadczenia z jazdg, wiesz ,ze
przyspieszenie jest wspotczynnikiem przy ktédrym mozesz zwiekszy¢ predkosé. Twaj przyjaciel ,ktory
szczyci sie ,ze jego nowy XYZ 2001 moze przyspiesza¢ od 0 do 100 w 4,2 sekundy. W szczegdlnosci
odnosi sie on do $redniego przyspieszenia. Formalnie , srednie przyspieszenie jest wspdtczynnikiem
zmiany predkosci, lub Av przez At

a=Av/At

Przyjmujgc granice jako At dgzgce do zer, dostajemy przyspieszenie chwilowe:



a = limp,0 Av /At

a=dv/dt

Zatem przyspieszenie jest stopniem szybkosci zmiany w predkosci lub pochodnej predkosci wzgledem
czasu. Zmieniajac i integrujac pola

Ta zalezno$¢ zapewnia $Srodki do pracy miedzy predkoscig a przyspieszeniem. Zatem zwigzek miedzy
przemieszczeniem , predkoscig a przyspieszeniem

a = dv/dt = d’s/dt

i

vdv=ads.

Jest to kinematyczne rézniczkowe réwnanie ruchu.
State Przyspieszenie

Jedng z najprostszych klas probleméw w kinematyce obejmuje state przyspieszenie. Dobrym
przyktadem tego rodzaju problemu jest przyspieszenie ze wzgledu na grawitacje g, na obiekty
poruszajace sie stosunkowo blisko powierzchni Ziemi, gdzie przyspieszenie grawitacyjne jest state i
wynosi 9,8 m/s2. Posiadanie statego przyspieszenia sprawia ,ze catkowanie w czasie jest stosunkowo
tatwe, poniewaz mozna wyciggna¢ statg przyspieszenia z funkcji podcatkowej, pozostawiajac tylko dt.
Catkowanie zaleznosci miedzy predkoscig a przyspieszeniem opisane wczesniej ,gdy przyspieszenie jest
state, daje nastepujgce réwnanie dla predkosci chwilowe;j:
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Kiedy t; jest rowne zero, mozesz przepisac¢ to rGwnanie w ponizszej formie

ve=alkz+1

vy = v +ab



To proste réwnanie pozwala obliczy¢ chwilowg predkos¢ w danym momencie, w danym momencie,
znajgc czas ktéry minat, predkosé poczatkows i state przyspieszenie. Mozesz réwniez wyprowadzic
rownanie predkosci jako funkcje przesuniecia zamiast czasu, biorgc pod uwage kinematyczne
rownanie rézniczkowe ruchu

vdv=ads.

Catkowanie obu stron tego rdéwnania daje alternatywna funkcje dla predkosci chwilowej

[r vdv =a [.-ds

—vi) /2= als; —s51)

vi = 2a(s; —s1) +vi
Mozesz rowniez wyprowadzi¢ podobny wzdr dla przemieszczenia jaki funkcje predkosci, przyspieszenia
i czasy przez catkowanie réwnania rézniczkowego
v dt=ds.
ze sformutowanym wczesnie wzorem dla chwilowe] predkosci
Va=Vi + at

zastepujgc dla v. W ten sposéb uzyskuje sie wzoér
s3 =51+ it + (@th)/2
Podsumowujac, powyzsze trzy rOwnania kinematyczne sg nastepujace:

Vi=1WV T fn!.'.lJ_
2 ol Vo e,
Vo = dalsy — 51/ + V)

sy =51 + vif + (@r')/2

Pamietaj, ze te rGwnania sg wazne tylko wtedy gdy przyspieszenie jest state. Zauwaz ,ze przyspieszenie
moze byc¢ zerowe lub nawet ujemne w przypadku gdy ciato zwalnia. Mozesz zmienic te réwnania przez
algebraiczne rozwigzania dla réznych zmiennych, i mozesz réwniez wyprowadzaé inne przydatne
rownania, uzywajgc tego samego podejscia, ktére witasnie poznates. Ponizej przedstawione jest kilka
przydatnych réwnan kinetycznych, dotyczgcych problemdw ze statym przyspieszeniem
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W przypadku, w ktérym przyspieszenie nie jest state ale jest funkcjg czasu, predkosci lub pozycji,
mozesz zastgpi¢ funkcje przyspieszenia na rdéwnanie roézniczkowe pokazane wczesniej dla
wyprowadzenia nowego réwnania dla predkosci chwilowej i przemieszczenia. Kolejna sekcja
rozpatruje taki problem.

Przyspieszenie Niestate

Powszechng sytuacjg ktdra pojawia sie w problemach $wiata realnego, jest sprawa kiedy sita oporu
dziata na ciato w ruchu. Zazwyczaj sita oporu jest proporcjonalna do predkosci do kwadratu.
Przywotujgc réwnanie z drugiego prawa ruchu Newtona , F = ma, mozna wnioskowaé , ze
przyspieszenie wywofane prze te sity oporu jest rowniez proporcjonalne do predkosci do kwadratu.
Pdzniej zobaczysz kilka technik, ktére pozwolg ci obliczy¢ tego rodzaju sity oporu, ale na chwile obecng
niech funkcjonalna forma przyspieszenia wywotane przez opér to

a=-kv?,

gdzie k jest statg a ujemny znak wskazuje ,ze to przyspieszenie dziata w kierunku przeciwnym do
predkosci ciata. Teraz zastepujgc ten wzér dla przyspieszenia do powyzszego rownania a potem
przestawiajac

a = dv/dt
—kv? = dv/dt
—kdi = dv/v?

Jesli scatkujemy prawg strone tego réwnania od v; do v», a lewg strone od 0 do t, a potem rozwigzujac
dla vy, otrzymamy wzér dla predkosci chwilowej jako funkcji predkosci poczatkowej i czas jak pokazano
tutaj:
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Jedli zastgpimy to réwnanie dla v w relacji v = ds./dt i ponownie je scatkujesz , otrzymasz nowe
rownanie dla przemieszczenia jako funkcji predkosci poczgtkowej i czasu. Procedura jest pokazana
ponizej
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vdf =ds, where v =11+ v kt)

x
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In(l 4+ wvikt)/ k=35 — 5

Jesli s; jest rowne zero , wtedy
s =In(1 + vikt)/k
Zwrd¢ uwage ,ze w tym rodwnania In jest operatorem logarytmu naturalnego.

Ten przyktad demonstruje wzgledng ztozonos¢ problemoéw niestatego przyspieszenia w poréwnaniu do
probleméw statego przyspieszenia. Jest to dos$¢ prosty przyktad, w ktéorym mozna wyprowadzié
rownania w postaci zamknietej dla predkosci i przemieszczenia. W praktyce jednak moze istniec kilka
réznych rodzajow sit dziatajgcych na dane ciato w ruchu, co moze sprawié ,ze ekspresja indukowanego
przyspieszenia jest do$¢ skomplikowana. Ta ztozonos¢ spowodowataby, ze rozwigzanie w ksztatcie
zamknietym, jak powyzej, bytoby niemozliwe, chyba ,ze natozysz pewne upraszczajgce ograniczenie.
na problem, zmuszajgc Cie do polegania na innych rozwigzaniach takich jak catkowanie numeryczne.

Kinematyka Czastek W 2D

Rozwazajgc ruch w jednym wymiarze, to znaczy, kiedy ruch ogranicza sie do linii prostej, mozna tatwo
zastosowac¢ wzory otrzymane wczesniej, w celu okreslenie predkosci chwilowej, przyspieszenia i
przemieszczenia. Jednak, w dwdch wymiarach, z ruchem mozliwym w dowolnym kierunku na danej
ptaszczyznie, musisz uwzgledni¢ kinematyczng wifasciwos¢ wigzania predkosci, przyspieszenia i
przemieszczenia jak wektory. Uzywajgc prostokgtnych wspdtrzednych w standardowym systemie
wspotrzednych kartezjanskich, musisz uwzgledni¢ komponenty x i y przemieszczenie, predkosci i
przyspieszenia. Zasadniczo mozna potraktowaé¢ komponenty x i y oddzielnie a potem natozy¢ te
komponenty dla zdefiniowania odpowiednich wielkosci wektorowych. Aby pomodc sledzi¢ te
komponenty x iy, niech i ij bedg wektorami jednostkowymi odpowiednio w kierunku x i y. Teraz
mozemy zapisac kinematyczng witasciwosc¢ wektorédw pod wzgledem ich komponentéw w nastepujacy
sposob:

V = VX + VY

a=ax+ay



Jesli x jest przemieszczeniem w kierunku x a y jest przemieszczeniem w kierunku y, wtedy wektor
przemieszczenia to

S=Xi+yj

Stad wynika

v =ds/dt = dx/dti+dy/dt})
a=dv/dt = d*s/dt = d’x/dti+d" y/dt]

Rozwazmy prosty przyktad ,w ktérym piszesz gre towiecka i musisz znalezé pionowy spadek
wystrzelone kuli od miejsca docelowego do miejsca w ktérym trafia cel. Zaktadamy ,ze nie ma wiatru
i nie ma oporu poniewaz kula leci w powietrzu. Takie zatozenia redukujg problem do statego
przyspieszenie, ktére w tym przypadku wynika z grawitacji. To wtasnie przyspieszenie grawitacyjne jest
odpowiedzialne za spadek kuli podczas przemieszczania sie z karabinu do celu
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Niech poczatek uktady wspdtrzednych 2D znajduje sie na korcu karabinu, z osig x skierowang w strone
celu i osig y wskazujacg w gore. Dodatnie przesuniecie wzdtuz osi x sg skierowane w strone celu a
dodatnie przesuniecie wzdtuz osiy jest skierowane w gére. Oznacza to ,ze przyspieszenie grawitacyjne
bedzie dziatato w ujemnym kierunku y. Potraktowanie komponentdéw x i y oddzielnie pozwala ci na
rozbicie problemu na mate , tatwe do obstugi elementy. Patrzac najpierw na komponent x, wiesz ,ze
pocisk opusci karabin z poczatkowga predkoscig wylotowg vm w kierunku x, a poniewaz pomijamy opér,
ta predkosc¢ bedzie stata. Zatem,

Teraz spdjrzmy na komponent y, wiemy ,ze poczatkowa szybkosé w kierunku vy, jesli pocisk opusci
karabin, jest zerowa, ale przyspieszenie y to —g (ze wzgledu na grawitacje). Zatem

Ay =—F = dt-':r...-‘riz'
vy = ayt = —gt
y=(1/2)a 1" = —{1/2gt*

Teraz wektory przemieszczenia, predkosci i przyspieszenie mogg by¢ zapisane nastepujgco:



s = (V)i = (1/2gt%)j
v ={vn)i— (gth

a=—(g)

Te réwnania podajg przesuniecie chwilowe, predkos¢ i przyspieszenie dla dowolnej chwili czasu
pomiedzy momentem w ktérym pocisk opusci karabin, a czasem, kiedy trafia w cel. Moduty tych
wektoréw dajg catkowite przemieszczenie, predkosc i przemieszczenie w danym czasie. Na przyktad:

e n e =5
s =/ {vmt)? 4 (1/2g17)°
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Aby obliczy¢ pionowy spadek pocisku w momencie gdy pocisk trafia w cel, musisz najpierw obliczy¢
czas potrzebny do osiggniecia celu, a nastepnie mozesz uzy¢ tego czasu aby wyliczy¢ przemieszczenie
komponentu y, ktdre jest pionowym spadkiem. Oto wzory

bije = x'nirfrvrr. = ﬁfvm
d= Fhir = —(lfz)gl:fh;sz

gdzie n jest odlegtoscig od karabinu do celu a d jest pionowym spadkiem kuli w miejscu docelowym.
Jesli odlegtosé od celu, n, réwna jest 500 metrow (m) a predkosé wylotowa v, , réwna jest 800 m/s,
wtedy thit i d , réwnajg sie

thit=0,635s
d=1,.9

Wyniki te mowig nam ,ze aby trafi¢ do zamierzonego celu w danym zakresie, musisz mierzy¢ okoto 2
metry nad nim

Kinematyka Czastek 3D

Rozszerzenie wtasciwosci kinematycznych wektoréw do trzech wymiaréw nie jest bardzo trudne.
Chodzi po prostu o dodanie jeszcze jednego komponentu do reprezentacji wektorowej przedstawionej
wczesniej, dotyczacej kinematyki 2D. Wprowadzajac k jako wektor jednostkowy w kierunku z, mozna
teraz zapisac

s =xi+yj+ k
v = ds/dt = dx/dti+dy/dij+dz/dtk
a=d’s/dt = d x/dti+d*y/dij+d*z/dtk

Zamiast potraktowaé dwa sktadniki osobno, a nastepnie naktadad je na siebie, teraz traktujemy trzy
komponenty oddzielnie i naktadamy je na siebie. Najlepiej zilustruje to przyktad. Zatézmy ,ze zamiast
gry mysliwskiej, teraz napiszmy gre, ktéra polega na wystrzeliwaniu z armaty, powiedzmy z okretu
wojennego na cel oddalony o pewng odlegtos¢, na przyktad inny statek lub cel na Iadzie, np. budynek.
Aby zwiekszy¢ ztozonos$¢ takiej aktywnosci dla Twojego uzytkownika, musisz da¢ mu kontrole nad
kilkoma czynnikami, ktére wptywajg na trajektorie pocisku, a mianowicie kat strzatu armaty, zaréwno



poziomy jak i pionowy, jak i predkos¢ wylotowa pocisku, ktéra jest kontrolowana przez ilos¢ prochu
pod kulg gdy jest tadowana do armaty
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Skonfigurujemy réwnania kinematyczne dla tego problemu, traktujgc kazdy komponent wektorowy
oddzielnie na poczatku, a nastepnie tgczac te komponenty.

Komponent x

Komponenty x sg podobne do tych pokazanych w przykfadzie z karabinem, w ktérym nie moa sity
oporu dziatajgcej na pocisk; zatem komponent x przyspieszenia to zero, co oznacza ,ze komponent x
predkosci jest staty i jest rowny komponentowi x predkosci wylotowej, gdy kula opuszcza dziato.
Zauwaz ,ze skoro lufa dziata nie moze byé pozioma , bedziesz musiat obliczy¢ komponent x predkosci
wylotowej ktdra jest funkcjg kierunku w ktérym skierowane jest dziato. Wektor predkosci wylotowej
to

Ym = -"r:'l.'l.li + L'IIII:.'j + '.l"ll'.L'Il'L

a otrzymasz tylko kierunek vn, okreslony przez kierunku w ktérym uzytkownik wskazuje dziato a jego
wielkos$¢ jest okreslona prze ilos¢ prochu jakg uzytkownik pakuje do armaty. Aby obliczy¢ sktadniki
predkosci wylotowej, musisz opracowac¢ pewne réwnania dla tych komponentéw pod wzgledem
kierunku katéow aramty i modut predkosci wylotowej. Mozesz uzy¢ wektora cosinuséw kierunku dla
okreslenie sktadowe] predkosci

Cos by = Vix/ Vi
c05fy = Viy/Vm

e ]
cos rr’r Vinzd Vim

Poniewaz wektor kierunku poczgtkowej predkosci wylotowej jest taki sam jak kierunek w ktérym
wycelowane jest dziato, mozemy potraktowac dziato jako wektor o wielkosci L, dtugosci i wskazujgc w
kierunku zdefiniowanym przez katy podane w tym problemie. Uzycie dtugosci armaty, L , i jej
komponentdéw zamiast predkosci wylotowej w réwnaniach dla danych cosinuséw kierunkowych

cosfly = L,/L
cosfy = L,/L

cosfly, = L,/ L

W danym przyktadzie mamy podane katy a iy, ktdre definiujg orientacje dziata
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Uzywajac tych katow, wynika ,ze rzut b, dtugosci dziata L, na ptaszczyzne xy to

b =L cos(90° ~ o)
a komponent dtugosci dziata L, na kazdej osi wspétrzednych to =

L. =bcosvy
L.=Lecose

L. = bsiny

Teraz , gdy masz informacje wymagane dla obliczenia cosinusdw kierunkowych, mozesz napisac
rownania dla poczatkowych sktadnikéw predkosci wylotowej

Vs = Viy COS By
Vmy = Vi CO55y

Umz = ¥m 0058,

Na koniec, mozemy zapisa¢ komponent x przemieszczenia , predkosci i przyspieszenia jak nastepuje:

g, = 0
Vy = Vmy = Vi COS

v =t = (U, cos8,) ¢

Komponent y

Komponent y sg podobne do poprzedniego przyktadu z karabinem, z wyjgtkiem tego , ze poczatkowa
predkosé w kierunkuy

Vmy = VmCOSBy

Zatem

a, = —g

Uy = Uy + at = (v, cos6,) — gt

T



Przed zapisaniem réwnania dla przemieszczenia komponentu y , musisz rozwazyé wysokosé podstawy
armaty, plus wysokos$é konca lufy dziata, aby obliczy¢ poczagtkowy komponent y przemieszczenia kiedy
kula opuszcza dziato. Niech y, bedzie wysokos$cig podstawy dziata i niech L bedzie diugosciag lufy
armaty; wtedy poczatkowy komponent y przemieszczenie, yo to

Vo=vh+LCosa
Teraz mozesz zapisac rownanie dla y jako

¥=>% + L'm}'t t {:]-,-'Flz'ar-z
y = (w, + L cosa) + (v, cosd,)t — (1/2)gt*

Komponent z

Komponenty z w duzej mierze analogiczne do komponentéw x i mozna je zapisa¢ w nastepujacy
sposdb:

Wektory

Po opracowaniu wszystkich komponentéw mozna je teraz potaczy¢, tworzac wektor dla kazdej cechy
kinematycznej. Wykonanie dla tego przyktadu daje wektory przemieszczenia predkosci i przyspieszenia

s = [(vmcos B }t]i+ [(vp + L cosa) + (v cosby)t — (1/2)gt%]j + [(vrm cos 8tk
v = [vpeosthli+ [(vy, cos8,) — gt]j + (v cos, ]k

a=—gj

Nalezy zauwazy¢ ,ze wektor przemieszczenia zasadniczo podaje pozycje $rodka masy kuli w dowolnej
chwili w czasie; w ten sposéb mozesz uzyc tego wektora do wykreslenia trajektorii pocisku z dziata do
celu

Trafienie W Cel

Teraz, kiedy mamy réwnania w petni opisujgce trajektorie kuli, musimy rozwazy¢ lokalizacje celu ,aby
ustali¢ kiedy nastgpi bezposrednie trafienie. Aby pokazaé jak sie to robi, pokazemy przyktadowy
program, ktéry implementuje te rdwnania kinematyczne wraz z prostg metodg wykrywania kolizji
obwiedni w celu sprawdzania czy lub nie kula trafita w cel. Zasadniczo ,za kazdym razem gdy obliczamy
pozycje pocisku po opuszczeniu dziata, sprawdzamy czy ta pozycja miesci sie w granicach wymiaru
obiektu docelowego reprezentowanego przez szescian. Przyktadowy program jest tak skonfigurowany
,2e mozesz zmieni¢ wszystkie zmienne w symulacji i zobaczy¢ efekty swoich zmian. Ten program jest
prosta aplikacjg dialogowa, napisang w standardowym jezyku C, uzywajac funkcji Windows API. Nazwa
pliku wykonywalnego to cannon.exe. Istnieje tylko jeden plik Zrédtowy cannon.c i jeden plik
nagtéwkowy cannon.h , dla tego przyktadu. Ponizszy rysunek pokazuje gtéwny ekran dla
przyktadowego programu cannon, w ktérym zmienne sterujgce pokazane sg po lewej stronie



trajektoria

\‘x

Gorna ilustracja jest widokiem z lotu ptaka patrzac na dziato i cel; dolna ilustracja jest widokiem z
boku. Mozesz zmieni¢ dowolne zmienne pokazane w oknie gtdwnym i nacisng¢ przycisk ognia aby
zobaczy¢ wynikowa sSciezke lotu pocisku. Okno komunikatu pojawi sie po trafieniu w cel lub gdy pocisk
uderzy o ziemie. Program jest skonfigurowany tak ,ze mozesz wielokrotnie zmienia¢ zmienne i naciska¢
ogien, aby zobaczy¢ wynik, bez usuwania poprzedniego procesu. Pozwoli Ci to oceni¢ jak trzeba
dostosowac kazdg zmienng , aby trafi¢ w cel. Nacisnij przycisk odswiezania aby przerysowad widoki ,
gdy sg zbyt zagracone. Rysunek ponizszy pokazuje kilka prébnych strzatéw jakie sie odbyty nim cel
zostat trafiony cel

........

Kod tego przyktadu jest naprawde prosty. Oprdcz kosztéw zwigzanych z ustawieniem okna, kontrolek
i ilustracji, cata akcja odbywa sie po nacisnieciu przycisku ognia



case IDC_FIRE:

A7 update the wvariables with
ff the values shown in the edit controls

GetblglterText{hlg,
Vm = atof(str);

GetllpTtenText {01z,
Alpha = atof{str);

GetDhlgltemText{hDlg,
Gamma = atof{str);

GetDlg ItemText (holg,
L = atof{ste);

GethlaltemText{hDlg,
¥h = atof{str);

GetDlaTremText(hDlg,
K o= atof(str);

GetblgTtemText{hDlg,
¥ = atof(sty);

CetllgltenText{hDlg,
£ = ataf{str);

GetllpltenText{hdlg,
Length = stof{str);

GetDlpltenText{hDlg,
Hidth = atof{str};

GetDlgTtemText (hDLg,
Height = atef{str);

IDC_WA, str, 15);
IDC_ALPHA, str, 15);
IDCCareih, str, 15);
IDC_L, str, 15);
IDCYE, str, 15);
DL X, str, 15:':-;
Y, str, 15);
INC_Z, str, 15);
IDC_LEMGTH, str, 15);
I0C_WIDTH, str, 15);

IDC_HETGHT, #%r, 18):

£ initialize the time and status variables

status = 0
time = 0

£ start stepping through tipe for the sim.
£ until the target is hit, the shell hits
£ the ground, or the sim. tismes out.

while(status == Q)
{

F/odo the next time step
status = Dosimulationd);

S8 update the views

hde = GetDC(hTap¥iew);
GetClisntRect{hTepViews, Br);
DrawTopView(hdc, &r);
ReleaseDC{hTopView, hdcl;



hdc = CetDC({hSideView];
GetClientRect (hSideview, &r);

Drawsideview{hdc, A); - b
ReleaseDChSideViow, hdc); :

}

Jf Report results
if {status == 1)
MessageBon(NULL, "Direct Hit", ™4gorel™, MRB_OK);

if [status == 2} .
MessapeBox(MULL, “Missed Target™, "Mo Score.”, HE_OK);

if (status == 3)
MessageBox(NULL, "Timed Dut", “Error”, ME_DH) §

break;

Pierwsze kilka linii przyjmuje po prostu nowe wartosci dla zmiennych pokazanych w oknie gtéwnym.
Nastepnie program wprowadza petle while, przechodzac przez przyrosty czasu i ponownie obliczajgc
potozenie pocisku za pomocg wzoru dla wektora przesuniecia s, pokazanego wczesnie]. Pozycja pocisku
w biezgcym czasie jest wyliczany w funkcji DoSimulation. Natychmiast po wywotaniu DoSimulation,
program aktualizuje ilustracje w oknie gtéwny pokazujace trajektorie powtoki. DoSimulation zwraca 0
utrzymujac petle while, jesli nie byto jeszcze kolizji lub jesli czas nie osiggnat ustawionej wartosci limitu
czasu. Po zakonczeniu petli while, zwracajgc warto$¢ niezerowa, do DoSimulation, zwracana jest
wartos¢ z tego wywotania funkcji, aby zobaczy¢ czy nastgpito trafienie miedzy kulg a ziemie i kulg a
celem. Aby program nie utknat w tej petli, DoSimulation zwréci wartos¢ 3, wskazujac ,ze trwa to zbyt
dtugo. Teraz spojrzmy na to co sie dzieje w funkcji DoSimulation (uwzgledniono tu zmienne globalne
uzywane w DoSimulation)

..................... e e 1 4
flesasnas i
ff Define a custom type To represent
/F the three components of & 30 wector, ‘where
£f i represents the x-component, j represemts
/f the y-component, and & Tepresents the z-
A component

I —— o o et R e i —m i m o — e e

typedef struct TVectorTag

double 1;

doutbls §;

double k;
} Wector;
Jimmemmmcmm e —immammme e ————————— NP f
7 wow define the variables required for this simulation y
J‘llll—-———-d-l--l--lr'-r -------------------------------------------------------- e
double Vm;  f/ Magnitude of muzzle velocity, mfs
doubile Mlpha; ¢/ Angle from y-axis {upward) to the cannan.

/f When this angle is zero, the camnea is pointing
¢f straight up; when it Ls 90 degrees, the cannon
M ia horizontal



dinibile Camra; [/ Angle from x-axis, in the wz-plane te the cannaon,
J¢ When this angle i zero the camnen is pointing in
ff the positive s-direction; positive values of this angle
¢ are towsrd the positive z-axis

deaible Ly f¢ This 1s the lemgth of the cannon, & .
deubil= b /¢ This is the base elevation of the cancon, m
deaitrle i #¢ The x-positian of the center of the target, m
deaibrle b H /¢ The y-position of the certer of the target, m
deuble i; J¢ The z-position of the center of the taxpet, m
deuble Length; /7 The length of the target measured aleng the x-axis, n
dowhle Width; S/ The width of the torget nessured aleng the r-axis, m
deuble Height; 77 The height of the target measure along the y-axis, m
T¥ector - £¢ The shell pasition {displacenent) wectar
dowhle time; E:." The time from the instant the ahell lemes

{ the canmon, seconds
double tInc;  fF The tine increnent to use when stepping through

¢ the siralation, seconds
deuble B £ aceeleration dwe to pravity, nis"2

T T T T Tt T T ————————
f¢ This function steps the slrulation ahead in time, This is where the kisewatic

£¢ properties are calculated. The function will return 1 when the target is kit

A and 2 when the shell hits the ground {xz-plane) before hitting the target;

f¢ otherwise, the function returcns 4,

int fesimlation{vold)

o

{

Y

double cosi;

double casy;

doable cos?;

double xa, 72;

double b, Lx, Ly, Lz;

double tei, fed, tyl, tyi, trl, t2l;

£ piep to the nest time in the simulation
tine+=tIng;

A Flrst caleulate the directisn cosines far the casnon arientation.

A4 In 3 real pame you would not want io put this calculation in this

f¢ Furetion, since it is a waste of CPU time to caloulate these values

£¢ 3T sach tiwe step as they mever change durimg Che sin. I put them

A¢ here in this case only so that you can fee all the calcwlation steps in a
£ sirgle fimetion. .

b= L * cos{({g0-Alpha) *3.14/180); /¢ prejection of barrel onte wr-plass

Le = b * cosiCaoma * 3.147280);  // x-comporent of harrel length

Ly = L * cos(hlpha ® 3.144180); /7 y-comperent of bazgel length

Lz = b * gin(famna * 3.14S180); f# z-component of barrel length

Cosk = Lwfl;
cos® = Ly/fL;
eosZ = L2fLj

¢ These are the s- apd z-coordinates of the very end of the cannon barrel
A wetl]l wse these as the indtial ¥ and z displacements

e = L % cos{(yo-Alpha) *3.147180} * cos{Camma * 3.14/1B0);

2 = L * cos{(g0-Alpha) *3.14/180} * sin{Gamra * 3.145180);



1

}J Mow we can calculate the pesition vector at this time

.1 = W\ * cosk * lime + xe;

5.9 = (¥b # L ® cos{alpha®3.14/182)) + (Vn * cos’¥ * time} -
(0.5 * g * time * time); W

ik = Wo ® cosl * time + zE)

f¢ Check far eolliciom with target

¢/ Get extents (bounding cocrdinates) of the target
tul = X - Lengthsz;

tal = X+ Lengthsl;

tyl = ¥ = Haightl1;

tyl = ¥ + Hedphts2;

tzi = I - Widthda;

tr2 o F o Widthil;

/f Mow check to see whether the shell has passed through the target
/¢ T°n uslng 8 rwdimentary collision detection scheme here dn which
J/ T simply check fo see whether the shell®s coordinates are within the
/f bourding box of the target. This works for demo purpodes, DUt
J¢ a practical problem is that you might miss a collision if for @ glven
#4 time step the shell's change in position is large enough te allow
Fiit to Tskip" over the target. )
¢/ & better approach is to look at the previcus time step's pesitiom data
/F and to check the line from the previcus positicn teo the curremt positicn
#f to see whether that line intersects the target bounding bew.
i (5.4 pe txd BB 5.1 <= tx2) BB

(5.7 »= tyl B& 5.5 <= ty2] B

is.k »= t71 BY 5.k <= t22} )

retuinm 18

/7 Check far collision with ground {xz-plane]
iflu.j = @)
Tetum 1;

JF Cut off the simulation & it's taking too Long
Jf This is so the program does nat get stuck in the while loop
IF{times 36007

return 3;

refurn O

Ta funkcja zasadniczo sktada sie z czterech rzeczy:

inkrementuje zmienng czasowg prze okreslony przyrost czasu

oblicza poczatkowg predkos¢ wylotowg komponentéw w kierunkach x, y i z
oblicza nowa pozycje kuli

sprawdza kolizje z celem, uzywajac schematu prostokata lub ziemi

Oto kod obliczajacy pozycje kuli

/7 Now we can calculate the position vector at this time
5.1 = Vm * cosX * time + xe;

5.
4

5.

j = {Yb + L * cos(Alpha*3.14/180)) + (Vm * cos¥ * time) -

(0.5 * g * time * time);

k= Vm * cosZ * time + ze;



Ten kod oblicza trzy komponenty wektora przemieszczenia s, uzywajgc wzoréw , ktdére widziates
wczesniej. Jesli chciatbys obliczy¢ wektory predkosci i przyspieszenia, aby zobaczy¢ ich wartosci,
powinienes zrobi¢ to w tej sekcji programu. Mozesz ustawié kilka nowych zmiennych globalnych aby
przedstawi¢ wektory predkosci i przyspieszenia, podobnie jak w przypadku wektora przyspieszenia,
zastosuj wzory na predkosc i przyspieszenie jakie poznates wczesniej. To wszystko. Oczywiscie ,w tym
programie , trajektoria pocisku ma ksztatt paraboliczny, ktéry jest typowym ruchem pocisku.

Wybuchowa Kinematyka Czastek

W tym momencie mozesz sie zastanawia¢, w jaki sposdb kinematyka czgstek moze Ci pomdc w
stworzeniu realistycznej gry, chyba ,ze piszesz gre , ktéra wymaga strzelania z pistoletu lub dziata. Jesli
tak, pozwdl przedstawic sobie kilka pomystdw, a nastepnie zobaczysz przyktad. Powiedz ,ze piszesz
gre symulacyjng footbolu amerykanskiego. Mozesz uzyé kinematyki czastek dla modelowania
trajektorii pitki po rzuceniu lub kopnieciu. Mozesz réwniez potraktowac skrzydtowych jako czastki
podczas obliczania czy bedg oni w stanie ztapac rzucong pitke. W tym scenariuszu bedziesz miat dwie
czastki, skrzydtowego i pitke, poruszajacy sie niezaleznie, i bedziesz musiat obliczyé kiedy wystgpi
zderzenie miedzy tymi dwoma czgstkami, wskazujgc na chwyt. Mozesz znalez¢ podobne aplikacje
rowniez dla innych gier sportowych. A co z tréjwymiarowg strzelanka? Jak mozna uzy¢ kinematyki
czgstek w tym gatunku, oprécz pociskéw, armat , granatéw i tym podobnych? Céz, mozesz uzyé
kinematyki czastek aby wymodelowaé swojego graca gdy on lub ona wyskakujg w powietrze, albo
biegnac, albo stajac nieruchomo. Na przyktad, twdj gracz osigga srodek pola tylko po to aby znalez¢
brakujgca sekcje ,a gracz musi cofnac sie natychmiast kilka krokéw aby ztapac¢ lecacg pitke zanim
wyskoczy w powietrze. Ten scenariusz dtugiego skoku jest idealny do zastosowania kinematyki czgstek.
Wszystko co naprawde musisz zrobic , to zdefiniowac poczgtkowa predkos$é gracza, zaréwno szybkosc¢
jak i kat startowy, a potem zastosowac wzér wektora dla przemieszczenia do obliczenia czy lub nie
wykonuje skok. Mozesz réwniez uzy¢ formuty przesuniecia, aby obliczy¢ trajektorie gracza aby
odpowiednio przesungé punkt widzenia gracza , dajac iluzje wyskoczenia w powietrze. W
rzeczywistosci mozesz juz uzywac tych zasad do modelowania tego dziatania w swoich grach. Jesli gracz
traci szybkos¢ skoku, mozesz uzy¢ wzordw na predkosé dla obliczenia predkosci uderzenia gracza kiedy
spadnie na ziemie. Na podstawie tej predkosci uderzenia mozesz okresli¢ odpowiednig ilos¢ obrazen
do odliczenia od wyniku zdrowia gracza, lub jesli wartos¢ jest powyzej pewnego progu, mozesz
pozegnac sie z twoim niedosztym poszukiwaczem przygdd!

Inne zastosowanie prostej kinematyki czastek dotyczy pewnych efektéw specjalnych, takich jak
wybuchajgce czastki. Ten rodzaj efektu jest dos¢ prosty do implementacji i dodaje efektu realizmu do
efektéow wybuchu. Czastki nie latajg po prostu w przypadkowych, prostoliniowych trajektoriach.
Zamiast tego wznoszg sie i opadajg pod wptywem ich poczatkowe]j predkosci, kata i przyspieszenia
pod wptywem grawitacji, co sprawia ,ze czgstki majg mase. kod dla tego przyktadu wzielismy z
omodwionego wczesniej przyktadu armaty wiec wiele powinno wygladaé znajomo. Ponizszy rysunek
pokazuje gtéwne okno programu



Efekt eksplozji ma miejsce w duzym, prostokatnym obszarze po prawej stronie Nie pokazano eksplozji
na tym ekranie, poniewaz wszystko co by¢ zobaczyt to peczek kropek. W polach edycyjnych po lewej
stronie okreslamy pozycje x i y dla tego efektu, wraz z poczgtkowa predkoscig czgstek, ktdra jest miarg
sity wybuchu, czas trwania w milisekundach, wspdtczynnik grawitacji i wreszcie kat. Parametr kata
moze by¢ dowolng liczbg miedzy 0 a 360 stopni lub 999. Kiedy podasz kat w zakresie od 0 do 360
stopni, wszystkie te czastki w eksplozji bedg uruchamiane generalnie w tym kierunku. Jesli okreslisz
wartos¢ 999, wszystkie czastki beda rozrzucane w losowych kierunkach. Parametr czasu trwania jest
zasadniczo czasem zycia tego efektu. Czastki zanikajg, gdy zblizg sie do tego zycia. Pierwszg rzeczg ,
ktdrg musisz zrobi¢ dla tego przyktadu, jest skonfigurowanie niektérych struktur i zmiennych
globalnych do reprezentowania efektu czgsteczek i poszczegdlnych czastek tworzacych efekt wraz z
poczatkowymi parametrami opisujgcymi zachowanie efektu. A oto kod:



e T T TIPSR RSy 1
typedef struct _TParticle
{
float X; /} x-coordinate of the particle
float ¥; !/ y-coordinate of the particle
float vi; {7 initial velocity
float angle; // initial trajectory (direction)
int life; A duration in millisecands
int I; // red companent of particle’s color
int ; // green component of particle’s coleor
int b // blue component of particle’s color
int time; /4 keeps track of the effect’s time
float gravity;  // gravity factor
BOOL Active; £ indicates whether this particle

ff1s active or dead
} TParticle;

#define _MAXPARTICLES 50

typedef struct _TParticleExplosion

{
TParticle pl-MAMPARTICLES];  // list of particles
A/ making up this effect
int Vo; /f initial velocity, or strength, of the effect
int x; /4 initial x lecation
int y: A/ dnitial y lecation :
BOROL Active; £/ indicates whether this effect i

{factive or dead
} TParticlebxplosion;

J e e rmmeem—— e emALamosao s 7
/¢ Now define the variables required for this simulation

Ff o e e e e e Y
TParticleExplosion Explosion;

int b /! w-coordinate of the effect

int ¥o; ff y-coordinate of the effect

int Wo; #f initial welocity

int Duration; S 1life in milliseconds

float Cravity; ff gravity factor (acceleration)

float angle; ff indicates particles’ direction

W kodzie tym mozesz zobaczy¢, ze efekt wybuchu czastek sktada sie z kolekcji czgstek. Zachowanie
kazdej czastki okresla sie za pomocg kinematyki i poczagtkowych parametréow ustawionych dla kazdej
czasteczki. Kiedy nacisniesz przycisk GO, parametry poczgtkowe , ktére okreslites, zostang uzyte do
zainicjowania eksplozji czastek (jesli nacisniesz przycisk Random, program losowo wybierze te
parametry). Odbywa sie to w funkcji o nazwie CreateParticleExplosion:



e ey
~ This function creates a new particle explosion effect,

M,y starting point of the effect
Winit:  a measure of how fast the particles will be sent flying
{it's actually the initial velocity of the particles)
life: life of the particles in milliseconds; particles w:}l
fade and die out as they appreach their specified 1ife
gravity: the acceleration due te gravity which controls the
rate at which particles will fall as they fly
angle:  initial trajectory angle of the particles,
specify 999 to create a particle explosion
that emits particles in all directions; otherwise,
o right, 90 wp, 180 left, etc.
. .
void Createfarticlebxplosion(int x, int y, int Vinit, int 1ife,
float gravity, fleat angle}

{
int i;
int m;
float f;

Explosion.Active = TRUE;
Explosion.x = X}
Explosion.y = ¥i
Explosion.Vo = Vinit;

for(i=0) f¢ MAXPARTICLES; ie4)
{

Explosion.p[i].x = €
Explosion.p[i].y - ©; )
gxplosion.plil.vi = th_Rnd(Vinit/2, Vinit);

i(angle ¢ oo9)

if (tb_Rnd{0,1) == 0}
m= -1
else
mel;
explosion.p[i].angle = -angle + m * th_Rad(o,10);

} else
Explosion.p[i].angle = th_Bnd{0,360);

f = (float) th_Rnd(%o, 100) / 100.0%;
Explosion.pfi].life = th_Round{life * f);
Explosion.p[i].r = 255;//tb_Rnd(225, 255);
Explosion.p[i].g = 255;//th_Rnd(85, 115};
Explesion.p[i].b = 255;//tb_Rnd(15, 45);

Explosion.p[i].tise = o;
Explosion.p[i].Active « TRUE;
Explosion.pfi].gravity = gravity;

Tu widaé ,ze czastki sg ustawione tak ,aby rozpoczynaty sie w tej samej pozycji, co okreslone przez
wspotrzedne x iy, ktére podajesz; jednak mozesz zauwazyc ,ze predkosé poczgtkowa kazdej czastki jest
faktycznie losowo wybierana z zakresu Vinit/2 do Vint. Robimy to aby nada¢ zachowaniu czastek taka
samg réznorodnosé. Robimy to tez dla parametru life kazdej czastki, tak ,ze nie wszystkie czastki
zanikajg i umierajg doktadnie w tym samym czasie. Po utworzeniu eksplozji czgstek, program wchodzi
w petle aby jg propagowacd i narysowac efekt. Petla ta jest petlg while:



while(status)
{

Drawdectangle(hButferDC, &r, 1, RCB{D,0,0)};

status = DrawParticleExplosion{hBufferbc);

hde = GetDC{hSideView);

{iF{!Eitalt(hdc, 0, 0, r.right, r.bottom, hBufferdl, o, 0, SRCCOPY))

MescageBox (NULL, “8itBlt failed”, “Errer”, MB.OK);
status = FALSE;

}
ReleaselC(h5ideView, hdch;

Petla while trwa tak dtugo , jak dtugo status pozostaje prawdziwy, co wskazuje ,ze efekt czgsteczkowy
jest wcigz zywy. Po tym jak wszystkie czgsteczki w efekcie osiggng ustawiony czas zycia, efekt bedzie
martwy a status zostanie ustawiony na fatsz. Wszystkie obliczenia zachowad czastek zachodzg w funkcji
DrawParticleExpolosion; reszta kodu w petli while stuzy do usuwania bufora ekranowego, a nastepnie
skopiowanie go do gtdwnego okna. DrawParticleExplosion aktualizuje stan kazdej czgstki w efekcie
wywotujgc inng funkcje, UpdateParticleState, a potem rysuje efekt do bufora pozakeranowego
przekazywanego w niej jako parametr. Oto jak wygladajg dwie funkcje:

// Draws the particle S{StEm and updates the state of each particle.
/¢ Returns false when all of the particles have died out.

BOOL DrawParticlebxplosion{HDC hdc)

{
int i;
BOOL finished = TRUE;
float r;

COLORREF clr;

if{Explosion. Active)
for(i=0; T MAXPARTICLES; i++)

if{Explosion.p[i]. Active)



-F{i:]n-is.hedE- {P.Lg.[; (4], 14
r- pat){Explosion.pl1]. - .
L{Expll:l:fl.ll':urll?p[i] . LLEE}."{HuatJ iﬂglmim.p[i] .fi-Fe}};
clr = RGE{tb_Rourd{r*Explosion.pii].r
th_Round( r*Fxplosion.pii].g),
th_Round{ r*Explosion.p[i].b));
prawCircle( hedc, ) _
Explosion. xsth_Round{Explosion.plil.«],
Exple-ion, y+th_Round(Explosion.p[i).¥]),

1,
clr); o
Explosion.p[i].Active = Upda Lefarticlesta L:{&{g:-:p.c-smn plild,
10);
}
I
i {+ini shiad)

Explosion.Active = FALSE;

return 'Finished;

}

T fememes
/* This is generic function to update the state of a piven particle.
: pointer to a particle structure
dtime: vime increment in milliseconds to
advance the state of the particie

SRS |

I{ the total elapsed time for this particle has exceeded the particle’s
et Tife, then this function returns FALSE, indicating that the particle
should expire.

!

RO UpdateParticlestate({TParticle® p, int dtime )

{
BOOL retval:

float t;

p-stimet=dting;

t = [(float)p-rtimes/1000.04;

p-3x = p-avi * cos{p->angle*P1/180.0f) * t] -

p-3y = peovi * sin{p-vangle*PIf1Bo.0f) * © + {p-rgravity t*t)/2.0f;

if (p->time »= p->life)
rebval = FALSE;
elze
retval = TRUE;

return retval;

¥

UpdateParticleState wykorzystuje kinematyczne wzory, ktére juz widziates ,aby zaktualizowac
potozenie czgstek jako funkcje predkosci poczatkowej ,czasu i przyspieszenia ze wzgledu na grawitacje.
Po wywotaniu UpdateParticleState, DrawParticleState skaluje kolor kazdej czastki, zmniejszajac jg do
czerni, w oparciu o czas zycia kazdej czgstki i uptywajacy czas. Efekt zanikania polega na tym ,ze czastki
powoli umierajg z uptywem czasu, a nie po prostu znikajg z ekranu. Efekt przypomina zachowanie
fajerwerkow rozbtyskujgcych na nocnym niebie.



Kinematyka Ciata Sztywnego

Wzory dla przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia omdéwione wczesniej, dotyczg tak ciat statych
jak i czastek. Réznica jest taka ,ze biorgc pd uwage ciata sztywne, punkt ciata sztywnego, ktory $ledzisz
pod katem ruchu liniowego, jest sSrodkiem masy ciata (ciezar). Kiedy ciato sztywne przektada sie bez
obrotu, wszystkie czastki tworzace ciato sztywne poruszajg sie po Sciezkach réwnolegtych, poniewaz
ciato nie zmienia swojego ksztattu. Ponadto, gdy ciato sztywne obraca sie, generalnie obraca sie wokot
osi, ktore przechodzg przez jego srodek masy, chyba ,ze ciato jest zawieszone w punkcie, wokét ktérego
jest zmuszony sie obracac. Fakty te sprawiajg, ze Srodek masy jest wygodnym punktem do $ledzenia
jego ruchu liniowego To dobra wiadomos¢ dla Ciebie, poniewaz mozesz wykorzysta¢ catg wiedze
dotychczasowa dotyczgca kinematyki czgstek do badania kinematyki ciata sztywnego. Procedura
postepowania z ciatami sztywnymi obejmuje dwa rézne aspekty :

e Sledzenie translacji Srodka masy ciata i
e sledzenie obrotu ciata

Pierwszy aspekt jest dos$¢ stary - po prostu potraktuj ciato jako czastke; jednak drugi aspekt wymaga
rozwazenia kilku innych pojeé, a mianowicie wspétrzednych lokalnych, przemieszczenia katowego,
predkosci katowej i przyspieszenia katowego. Bedziemy omawiali kinematyke ptaskich ciat sztywnych
Ruch ptaski oznacza po prostu , ze ruch ciata jest ograniczony do ptaskiej ptaszczyzny w przestrzeni, w
ktdrej jedyna o$ obrotu wokét ktérej obraca sie ciato, jest prostopadta do ptaszczyzny. Ruch ptaski jest
zasadniczo dwuwymiarowy. Pozwala nam to skupi¢ sie na nowych koncepcjach kinematycznych
katowego przemieszczenie, predkosci i przyspieszenia bez zagtebiania sie w matematyce wymaganej
do opisania arbitralnej rotacji w trzech wymiarach. Mozesz by¢ zaskoczony jak wiele problemoéw nadaje
sie do rozwigzan kinematycznych. Na przyktad, w pewnych popularnych ,strzelankach, twoja postac
moze pchac obiekty, takie jak pudta i beczki po podtozu. Chociaz gra jest tréjwymiarowa, te szczegdlne
obiekty sg ograniczone do przesuwania po podfozu, ptaszczyznie, zatem mogg by¢ traktowane jako
problem 2D. Nawet jesli gracz popycha te obiekty pod pewnym katem, a nie prosto, bedzie mozna
symulowad przesuwanie i obracanie tych obiektdw za pomocg technik kinematyki (i kinetyki) 2D.

Lokalne Osie Wspétrzednych

Wczesniej zdefiniowaliémy kartezjanski uktad wspdtrzednych, ktérego uzywamy do ustalonego
globalnego odniesienia lub wspétrzednych swiata. Ten swiatowy uktad wspotrzednych jest wszystkim
co jest wymagane, gdy zajmujemy sie czastkami; jednak w przypadku ciat sztywnych, uzyjemy zbioru
lokalnych wspétrzednych przymocowanych do ciata. Szczegdlnie ten lokalny uktad wspdtrzednych
zostanie ustawiony na Srodek ciezkosci ciata. Uzyjemy tego systemu wspoétrzednych do $ledzenia
orientacji ciata podczas jego obracania. Dla ruchu ptaskiego potrzebujemy tylko jednej wielkosci
skalarnej do opisania orientacji ciata, co zilustrowano

¥ X

Osie ciata

Dsie Swiata



W tym przypadku, orientacja, Q, jest definiowana jako rdznica katowa miedzy dwoma zbiorami osi
wspotrzednych: statymi  osiami swiatowymi a lokalnymi osiami ciata. Jest to tzw. kat Eulera. W
0gbélnym ruchu 3D, wystepujg tgcznie trzy kat Eulera, ktére zwykle nazywa sie odchyleniem,
pochyleniem i przechodzeniem, w zargonie aerodynamicznym i hydrodynamicznym. Chociaz te
reprezentacje kgtowe sg tatwe do wizualizacji pod wzgledem ich fizycznego znaczenia, nie sg tak fadne
z liczbowego punktu widzenia.

Predkos¢ Katowa | Przyspieszenie

W ruchu w pfaszczyznie 2D, gdy ciato sie obraza, Q bedzie sie zmieniaé, a wspdtczynnik przy ktérym Q
sie zmienia, jest predkoscia katowa w. Podobnie, wspdtczynnik z jakim zmienia sie w jest
przyspieszeniem katowym a. Te wifasciwosci katowe sg analogiczne do liniowych wtasciwosci
przemieszczania, predkosci i przyspieszenia. Jednostki dla kagtowego przemieszczenia , predkosci i
przyspieszenia to radiany (rad), radiany na sekunde (rad/s) i radiany na sekunde do kwadratu (rad/s?),
odpowiednio. Matematycznie, mozesz zapisa¢ te zwigzki miedzy katowym przemieszczeniem,
predkoscig katowa i kagtowym przyspieszeniem.

w = dQ/dt

[ iyl ] 2
o = des/dt = d*2/dt"

o= [{xail‘

£l = / ot

f.l}d{.:.l =¥ Lljﬂ

W rzeczywisto$ci mozesz zastgpi¢ wtasciwosci katowe Q, w i a dla linowych wtasciwosci s,via w
rownaniach uzyskanych wczesniej dla kinematyki czastek aby uzyskaé podobne réwnania
kinematyczne dla obrotu. Przy statym przyspieszeniu katowy, otrzymasz nastepujgce réwnania:

Wy = + ol
W = wi + 2e(82 — 81)
Oy = ) +ant + {1/ Dat?

Kiedy ciato sztywne obraca sie wokdt danej osi, kazdy punkt na ciele sztywnym przesuwa sie okragta
$ciezkg wokot osi obrotu. Mozesz pomysleé o obrocie ciata jako powodujgcego dodatkowy ruch liniowy
kazdej czastki tworzacej ciato. Ten ruch liniowy jest dodatkiem co ruchu liniowego srodka ciezkosci
ciata. Aby uzyskac catkowity ruch liniowy dowolnego elementu lub punktu na ciele sztywnym, musisz
by¢ w stanie powigzaé ruch katowy ciata z ruchem liniowym czastki lub punktu jesli przebywa swojg
okragta Sciezke wokot osi obrotu. Zasadniczo w dynamice, wiedza ,ze dwa obiekty zderzyty sie ze sobg,
czasami nie wystarcza, i chcesz wiedzie¢ ,jak ciezko , by tak rzec, te dwa obiekty sie zderzyly. Kiedy
mamy do czynienia ze wspdtpracujgcymi ciatami sztywnymi, ktére mogg w pewnym momencie stykac
sie ze sobg lub innymi statymi obiektami, musisz okresli¢ nie tylko potozenie tych punktow styku, ale
rowniez wzgledng predkos¢ lub przyspieszenie miedzy punktami styku. Informacja ta pozwoli ci
obliczy¢ sity interakcji miedzy zderzajgcymi sie ciatami. Dtugosc¢ tuku Sciezki omiatanej przez czastke na
ciele sztywnym jest funkcjg odlegtosci od osi obrotu do czastki i przemieszczenia kgtowego, Q. Uzyjemy
c dla okreslenia dtugosci tuku i r dla okreslenia odlegtosci od osi obrotu do czgstki. Wzér odnoszacy sie
do dtugosci tuku do przemieszczenia kgtowego

c=rQ
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gdzie Q musi by¢ w radianch, nie stopniach. Jesli scakujemy ten wzér w odniesieniu do czasu
dc/dt = rdQ/dt

otrzymujesz réwnanie przeliczajgce predkosc¢ liniowg czastki , ktéra porusza sie wzdtuz okraggtej Sciezki
do predkosci katowej ciata statego. To réwnanie jest napisane w nastepujgcy sposob:

V=rw

Ta predkosé jako wektor jest styczna do okragtej sciezki omiatanej przez element. Jesli mozesz sobie
wyobrazié te czgstke jako kule na koricu preta ktérego drugi koniec jest przymocowany do obracajgcej
sie osi, nastepnie gdy kula zostanie zwolniona z preta, kula odleci w kierunky stycznym do kolistej
Sciezki, ktorg pokonywata gdy byta przymocowana do preta. Jest to ten sam kierunek ,co predkos¢
liniowa styczna podana w powyzszym réwnaniu.

V

-

Catkujac réwnanie, v = rw:

dv/dt = r dw/dt

uzyskujemy wzér dla stycznego przyspieszenia liniowego w funkcji kgtowego przyspieszenia:
ac=ra

Zauwaz ,ze istnieje inne sktadnik przyspieszenia dla czgstki, ktéry wynika z obrotu sztywnego ciata. Ten
komponent jest normalny lub prostopadty ro kolistej $ciezki czastki i jest nazywany przyspieszeniem
dosrodkowym, ktdre jest zawsze skierowane w kierunku osi obrotu
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Pamietaj ,ze predkos$¢ jest wektorem, a poniewaz przyspieszenie jest wskaznikiem zmian w wektorze
predkosci, istniejg dwa sposoby w jaki przyspieszenie mozna osiggnac¢. Jednym ze sposobow jest
zmiana wielkosci wektora predkosci , tzn. zmiana szybkosci; drugim sposobem jest zmiana kierunku
wektora predkosci . Zmiana predkosci powoduje powstanie przyspieszenia stycznego, podczas gdy
zmiana kierunku powoduje wzrost sktadnika przyspieszenia dosrodkowego. Powstaty wektor
przyspieszenia jest sumg wektorowg przyspieszen stycznego i dosrodkowego. Przyspieszenie
dosrodkowe jest tym, co czujesz, kiedy jedziesz swoim samochodem waskim zakretem, nawet jesli
twoja predkosc jest stata.

W?zdr na wielkos¢ przyspieszenia dosrodkowego an ,to

an=V¥/r

gdzie v jest predkoscig styczng. Podstawienie réwnania dla predkosci stycznej do tego réwnania dla
przyspieszenia dosrodkowego daje nastepujgcg forme alternatywna:

an = rw?

W dwdch wymiarach, mozna fatwo uciec uzywajac tych réwnan skalarnych; jednak, w trzech
wymiarach musisz uzy¢ form wektorowych tych rownan. Predkos¢ katowa jako wektor jest rownolegta
do osi obrotu. Sens lub kierunek obrotu okresla zasada prawe;j reki. Jesli wezmiesz prawag reke i zwiniesz
palce w tuk wokét osi obrotu, gdzie palce wskazujg kierunek w ktérym obraca sie ciato, kciuk powinien
wskazywa¢ wektora predkosci katowej. Jesli wezmiemy wektor iloczynu wektorowej, wektor
predkosci katowej i wektor do osi obrotu rozwazanej czastki, otrzymasz liniowy, styczny wektor
predkosci. Zapisujemy to

V=WwXr

Zauwaz ,ze daje to zardwno wielkos$¢ i kierunek liniowy, predkosci stycznej. Pamietaj rowniez ,aby
zachowac porzadek wektoréw przy iloczynie wektorowym, to znaczy , w razy r, a nie na odwrét, co
datoby zty kierunek dla v

lloczyn Wektoroy

Biorac pod uwage dowolne dwa wektory A i B, iloczyn wektorowy A x B jest definiowany przez trzeci
wektor z wielkoscia rdwng AB sinB, gdzie 0 jest kagtem miedzy dwoma wektorami Ai B



C=Ax B
C = AR sindg

Kierunek C jest okreslony przez regute prawej reki. Reguta prawej reki jest prostg sztuczka, ktéra
pomaga $ledzi¢ kierunki wektorowe. Zatézmy ,ze A i B lezg w ptaszczyznie, i niech o$ obrotu biegnie
prostopadle do tej ptaszczyzn przez punkt umieszczony na koncu A. Wez prawg reke i udawaj ,ze
zwijasz palce wokot osi obrotu od wektora A w kierunku B. Teraz wyciggnij kciuk, jak gdybys$ unosit go
w gore, trzymajac palce zwiniete wokodt osi. Kierunek ktéry wskazuje Twoj kciuk, wskazuje kierunek
wektora C. Na powyzszym rysunku, réwnolegtobok jest formowany przez A i B (zacieniony obszar).
Obszar rownolegtoboku jest modutem z C, co jest AB sin®.

Istniejg dwa rdwnania potrzebne do okreslenia wektorow dla przyspieszenia stycznego i
dosrodkowego:

a, = w % [wxr)

a = xr

Innym sposobem patrzenia na wielkosci v, a, i at, jest to,ze sg one predkosciami i przyspieszeniem
czastki pod wzgledem rozwazan o ciele sztywnym w stosunku do punktu wokét ktérego obraca sie ciato
sztywne, na przyktad , sSrodek masy ciata. Jest to bardzo wygodne, poniewaz bedziesz chciat $ledzi¢
ruch ciata sztywnego jako czastki kiedy patrzymy na duzy obraz bez martwienia sie o to ,co kazda
czastka ciafa statego robi w danym czasie. Dlatego ruch liniowy ciata sztywnego i jego ruch katowy
oddzielnie. Kiedy musisz przyjrze¢ sie konkretnym czgstkom ciata sztywnego, mozesz to zrobic
wykonujgc ruch ciata sztywnego jako czastki, a nastepnie dodajgc do niego ruch wzgledny
rozpatrywanego punktu. Ponizszy rysunek pokazuje ciato sztywne poruszajgce sie z predkoscig v
,gdzie v¢g jest szybkoscig srodka masy (lub srodkiem ciezkosci) ciata sztywnego. Pamietaj ,ze srodek
masy jest punktem do $ledzenia kiedy traktujesz ciato sztywne jako czastke. To ciato sztywne réwniez
obraca sie z predkoscig katowg w wokét osi przechodzacej przez srodek masy ciata. Wektor r jest
wektorem od s$rodka masy ciata sztywnego do okreslonego punktu, P umieszczonego na ciele
sztywnym
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Scietka érodka masy ciafa

W tym przypadku wypadkowa predkos¢ punktu P moze by¢ znaleziona, przyjmujemy wektor sumy
predkosci Srodka masy ciata i predkosci stycznej punktu P w zaleznosci od predkosci katowej ciata w.
Oto jak wygladajg réwnania wektorowe

¥p = 1’,_.&2 + ¥
lub
VR = Vg + (W =)

Mozesz zrobic¢ to samo z przyspieszeniem, aby okresli¢ przyspieszenie wypadkowe punktu P. Wezmy
sume wektorowa przyspieszenia srodka masy ciata sztywnego, przyspieszenia stycznego ze wzgledu na
przyspieszenie katowe ciafa i przyspieszenie dosrodkowe ze wzgledu na zmiany w kierunku predkosci
katowej. Rownanie :

dp = EI-:.,-,'"'E'-l: + a,
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Scieska rodka masy ciata
-

Mozesz przepisac rownania dla wynikowego przyspieszenia w ponizszej formie



ap = a.+ (wx (wxr))+(axn

Jak widaé, uzycie tych zasad wzglednej predkosci i przyspieszenia pozwala ci obliczy¢ wynikowe
wiasciwosci kinematyczne dowolnego punktu na ciele sztywnym w danym momencie, poprzez
poznanie tego co $rodek ciezkosci ciata robi, w czasie gdy ciato jest obracane.



