Il. Wprowadzenie do wektorow

Prawdopodobnie wiesz juz co nieco o wektorach. W rzeczywisto$ci mogtbys pomingc tg czesé, ale moze
lepiej nie? Bedzie to dobry wstep do bardziej zaawansowanych tematéw , ktorymi zajmiemy sie
pozniej. Po drodze, mozesz znalezé nowe i intersujgce sposoby spojrzenia na rzeczy, i nowe spojrzenie
na zwigzki miedzy niektérymi elementami.

Wektory sg bardzo abstrakcyjng koncepcjg i moze by¢ stosowana do wielu réznych rzeczy. My
interesujemy sie wektorami przede wszystkim w odniesieniu do tego, jak odnoszg sie do liczb
rzeczywistych; z tego powodu niektdre definicje i relacje jakie tu znajdziesz, dziatajg tylko dla liczb
rzeczywistych

O Wektor, Co Ty?

Wektor dla matematyki, jest tym, czym tablica dla programowania. Oba pozwalajg traktowac kilka
fragmentéw informacji jako pojedynczy element. Dzieki tej pseudo-definicji, mozesz pomysleé ,ze
wspotrzedna jest wektorem, ale nie catkiem bezposrednio. Wektor ma kierunek i wielkos¢ i nie ma
statej pozycji w przestrzeni .Mozna twierdzi¢, ze wspoétrzedna jest wektorem od poczatku uktadu. Z
tego powodu i ze wzgleddéw praktycznych, bedziemy uzywali notacji wektorowej dla wspétrzednych
(identyfikowane przez pogrubiong czcionke). Na przyktad, zatézmy ,ze chcesz przypisaé kierunek do
punktu w przestrzeni. W takim przypadku potrzebne sg dwie rzeczy : jedna wspotrzedna i jedne wektor.

Chociaz wektory nie przypominajg wspétrzednych jako takich. sg one dos¢ podobne do wspétrzednych
biegunowych, poniewaz oba sg opisane wielkoscig (dtugoscig) i kierunkiem (kat).

Innym sposobem postrzegania wektora jest postrzeganie go jako wspoétrzednej przesuniecia, jako
poczagtkowo wspomniano, z rozciggnietg definicja wspotrzednej jako wektora z poczatku uktadu.
Wektor jest definiowany przez n wspodtrzednych, gdzie kazdemu komponentowi jest zazwyczaj
przypisywana jedna o$ w systemie wspodtrzednych. Mozesz réwniez wywofa¢ te n-wektordw.
Wiekszos¢ aplikacji wykorzystujgcych wektory , uzywa 2 i 3 wektorow. Wektory sg powszechnie
wyrazane w kartezjanskimi systemie wspotrzednych <x,y,z,...>, ale mozesz uzy¢ tych samych zasad w
innym systemie wspodfrzednych, takim jak wspodtrzedne biegunowe, na przyktad <86,r>. W
rzeczywistosci mozna zdefiniowaé wektor w dowolnym uktadzie wspotrzednych . Aby to zrobié,
uzywamy pojecia koniec wektora i punktu zaczepienia. Wektor zaczyna sie punktem zaczepienia a
koniczy koricem wektora. W systemie kartezjariskim, wektor jest zazwyczaj wyrazany jako dwie
wspotrzedne w przestrzeni — na przyktad a i b. Wektor ab (to znaczy, wektor miedzy a i b, tej
kolejnosci), zaczyna sie od (punktu zaczepienia) a i konczy przy b (punkt korncowy). Zatem wspoétrzedna
p w systemie wspotrzednych moze by faktycznie postrzegana jako wektor Op, gdzie 0 jest poczatkiem
uktadu

koniec wektora b

punkt
zaczepienia

Aby obliczy¢ wartos¢ tego wektora, powinienes uzy¢ ponizszego:

ab=b-a



Podobnie, jesli masz wspdtrzedng a i wektor v ,mozesz znalez¢ drugg wspodtrzedng b przez proste
odwrdcenie tego procesu

b=a+v

Wektora ab , w poprzednim réwnaniu nie mozna myli¢ z a razy b . My bedziemy dla operacji mnozenia
uzywali operatora mnozenia. Poczgtkowo moze by¢ to mylgce ,ale wektory uzywajg swojego zwane
przestrzenig wektorowa, ktdra jest wzgledna a nie absolutna. Na przyktad, jesli rozszerzymy pierwsze
réwnanie o sktadowe dla wspotrzednych biegunowych, otrzymujemy co nastepuje:

o o .
v={r.0)=(a,,a,)—(b,.by}

Geometrycznie wektor moze by¢ postrzegany jako strzatka. Strzatka wskazuje kierunek, dzieki czemu
mozna odrdzni¢ punkt zaczepienia od konca wektora. Poniewaz wektory w rzeczywistosci nie majg
poczatku, punkt zaczepienia moze by¢é umieszczony gdziekolwiek w przestrzeni wspdtrzednych.
Jedynym ograniczeniem jest to ,ze koniec wektora musi leze¢ w okres$lonej odlegtosci od punktu
zaczepienia. Na przyktad wektor <1,2,3>, ktéry jest zapisywany podobnie do wspdtrzednej, oznacza
,2e punkt zaczepienia jest oddzielony od korica wektora liczcbami ze znakiem <x =1,y =2,z =3>

Podstawowe Operacje i Wiasciwosci

Sam wektor nie jest tak uzyteczny. Aby dowolny element byt przydatny, musisz zdefiniowac zbiér
dziatan ,ktére mozna zastosowac do niego. Jasne jest ,ze dziatania jakie definiujesz, muszg mie¢ jakas
przydatnos¢ lub po prostu robisz matematyke dla czystej przyjemnosci robienia matematyki, a nie
tworzenia gier,

Inwersja Kierunku

Wektor ma kierunek; jest on podany. Ale jak odwrdci¢ kierunek wektora? Jesli myslisz o problemie
geometrycznie, jest to bardzo proste. Koniec staje sie punktem zaczepienia, a punkt zaczepienia
konncem wektora. Na przyktad, zatézmy ,ze wektor ab jest zdefiniowany i chcesz okresli¢ odwrotnosci
tego wektora. Aby to zrobic¢ , wystarczy zamienié¢ a i b, a otrzymasz ba. To takie proste. Jesli myslisz o
wektorach pod katem wspodtrzednych kartezjanskich, odwrdcenie wektora jest sprawg prostg zamiany
dwdch wspdtrzednych — co, jak sie okazuje, jest doktadnie tym co pomnozenie wszystkiego przez -1.
Krotko méwig, odwrdcenie kierunku wektora jest catkiem proste. Mozesz po prostu pomnozy¢ kazdg
z jego wspotrzednych przez -1, i voila.

Czesc! Moje Imie To Norma

Jak wspomniano wczesniej, wektor jest zdefiniowany jako majacy wielkos¢ i kierunek. Widziates rézne
aspekty kierunku wektora, ale nie zbadates jeszcze kwestii wielkos$ci, zwanej takze normg. Norma
wektora, ktéra moze by¢ przedstawiana jako pojedynczy pasek lub podwdjne paski, jest definiowana
nastepujaco:

YIF +j=2f 37 =P +22 43

Moze dziwié ,ze chociaz to réwnanie jest ogdlnie przyjete jako definicja normy wektora, jest ono w

rzeczywistosci tylko czesciowo dokfadne. W rzeczywistosci, norma w sensie ogélnym jest definiowana
jako funkcja przypisujgca dtugosé, rozmiar lub zakres badanemu obiektowi. Nie jest zwigzany z jedna
okreslong formutg Powszechnie stosowana norma wektora, jak stwierdzono w poprzednim réwnaniu,



,pasuje tylko do jednej grupy norm zwanych p-normami. Doktadniej, jest zdefiniowana jako 2-norm.
p-norma zdefiniowana dla p jest wieksza lub réwna 1 jest nastepujaca:
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Kazda z tych norm jest w rzeczywistosci odpowiednikiem. Oznacza to,ze jesli wybierzesz dowolne dwa
wektory — powiedzmy s i t — i jesli norma s jest mniejsza niz t, wtedy to samo bedzie prawdziwe dla
kazdej p-normy, niezaleznie od wartosci wybranej dla p. Podobnie mozesz podaé przeciwnie jesli t jest
mniejsze niz s. Ponizsza tabelka pokazuje normy wyliczone dla réznych wartosci p w p-normie.

P Expression p-Norm Value
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Jedna rzecz moze przykuc¢ Twojg uwage w powyzszej tabeli, norma nieskoriczonosc¢ (ee). Norma o< jest
definiowana jako maksymalna wartos¢ bezwzgledna jednego sktadnika. Jesli spojrzysz na normy dla
rosngcych wartosci p, zobaczysz ,ze wartosci zbiegajg sie do 3. Aby zobaczy¢ graficzng reprezentacje
réznych wartosci p-normy do wartosci wejsciowych w 2D, spéjrz na to :
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Wiele juz powiedziano o p-normie, ale nie jest to jedyna norma ktdrej mozna uzy¢. Aby norma byta w
ogole uzyteczna, musisz przestrzegac ustalonego zestawu regut zdefiniowanych nastepujgco:
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Biorgc pod uwage te zasady, mozesz wymysli¢ wtasng norme, jesli nie lubisz ogdélnie przyjetej 2-normy.
Logika wcigz pozostaje. tadniejsze wyniki mogg by¢ uzyskiwane z 2-normg, z powodu jej kolistej natury.
Zanim przejdziemy dalej. Istnieje jeszcze jedna koncepcja zwigzana z normami, ktérg musisz uchwycic.
Mozemy powiedzie¢ ,ze element jest normalny, jesli ma norme 1 . Jesli element nie jest normalny,
wtedy mozemy znormalizowad wektor dzielgc przez jego norme. Na przyktad chcac znormalizowac <1,
-2, 3>, zastosujemy nastepujaca logike dla 2-normy:
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Zatem, gdy tylko potrzebujesz czego$ zwigzanego z odlegtoscig, wybdr normy naprawde nalezy do
Ciebie. Nic tak naprawde nie mowi, ze 3-norma jest lepsza niz wszystkie pozostate. Ta 2-norma jest
dobra ze wzgledu na jej kolistg nature, ale 1-norma i norma nieskornczonosci mogg by¢ rownie
uzyteczne — na przyktad w wykrywaniu kolizji

Dodawanie wektorow

Jedng z najbardziej podstawowych operacji jest dodawanie. Na szczescie, wektory sg fatwe w
dodawaniu. Aby zrozumie¢ w jaki sposéb dodawanie dziata z wektorami, ponownie zastanéwmy sie
jak wektor bedzie przetwarzany w Swiecie kartezjariskim. Jesli dodate$ dwa wektory s= ab i t =bc,
mamy trzy wspotrzedne a,b i c. Przypomnijmy ,ze wektor a moze by¢ zdefiniowany przy uzyciu dwdch
wspotrzednych. Jedli dodatbys s i t, w tej kolejnosci, pierwszy punkt zaczepienia bytby przy a, a jego
koniec bytby przy b; drugi punkt poczatkowy wektora bedzie przy b a jego koniec przy c. Dodawanie
ma zatem postac s+t =ab + bc = ac (wektor, lub jesli wolisz przesuniecie miedzy ai c)




Jest to geometryczny sposéb dodawania wektoréw. Gdy dodajesz dwa wektory, musisz zawsze
dotaczy¢ punkt poczatkowy drugiego wektora do korica pierwszego wektora, poniewaz wektory nie
dziatajg w swiecie absolutnym ale w Swiecie opisanym przez przesuniecia. Jesli obliczamy wszystko
krok po kroku, uzyskamy:
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Dodawanie wektordow jest zdefiniowane w taki sposéb ,ze po prostu wystarczy doda¢ kazdy podobny
komponent razem . Tak wiec, podane wektory sit, mozemy zdefiniowac ich dodawanie nastepujgcym
réwnaniem:

\

s+t=(s +t,8,+t,,...,5, +t,)
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Podobnie mozemy zdecydowaé ich odejmowanie, po prostu odwracajac drugi wektor, mnozac
wszystkie jego sktadniki przez -1. Jesli to zrobimy, szybko zauwazymy ,ze przez wzglad na regute
dodawania, mozesz zdefiniowac regute odejmowania :

s+t=s+(-t)

Kiedy chcemy dodawac wektory przy uzyciu ich wspétrzednych, mozesz po prostu uprosci¢ wyrazenie
jak powyzej. Mozesz zastgpi¢ te dwa wektory przez bardziej bezposredni wektor generowany przez
punkt zaczepienia pierwszego i koniec drugiego, jak pokazano na powyzszym rysunku .Jesli myslisz o
wektorach jako przesunieciach, mozesz wyraznie zobaczy¢ ,ze dodawanie dwdch offsetow jest
naprawde takie samo, jak wyrazenie tego jako jednego przesuniecia (ktory jest naprawde sumg dwéch
poczatkowych przesuniec). Na przyktad ,jesli Michat idzie dwa kilometry, a potem odwraca sie i wraca
kilometr, znajduje sie kilometr od swojej poczatkowej pozycji. Jako przyktad bardziej ztozony
zastandwmy sie nad sumowaniem zbioru wektoréw. Mozna to uprosci¢ w nastepujacy sposdb:

s =(ab+be)+ed+fg—fa
=ac+ed+fg+af
=(ae+ed)+(af +1g)
=afl +ag

Algebraicznie, wektory mogg by¢ manipulowany przy uzyciu wielu praw, ktére bierzesz za pewniki z
liczbami rzeczywistymi. Co wazniejsze , mozna uzyc¢ co nastepuje:

a) s+t=t+s

b) (s+t)+r=s+(t+r)
c) (ab)s=a(bs)

d) a(s+t)=as+at

¢) (a+b)s=as+bs



Zaawansowane Operacje | Wiasciwosci

Kiedy méwimy o zawansowanych operacjach, ,zaawansowane” jest pojeciem wzglednym. Operacje
zaawansowane Ss3 po prostu operacjami bardziej ztozonymi niz podstawowa matematyka
elementarna. Matematycy zdefiniowali wiekszo$¢ z tych operacji, zmuszajac ich do przestrzegania
okreslonego zestawu regut, a nastepnie udowodnienia réznych wynikdw przy zatozonej regule. Jest to
bardzo podobne di tego, co widzieliSmy przy normie, gdzie norma jest ogdlnie definiowana za pomoca
zestawu regut, i gdzie mozesz zdefiniowaé, jesli sobie zyczysz, bardziej szczegdtowe przypadki ogdlnego
zestawu. Dziatania, ktérym sie przyjrzymy, nalezg do drugiej grupy. Operacje te sg specyficznymi
przypadkami bardziej ogdlnej grupy.

lloczyn skalarny [kropkowy]

Niewtasciwie, iloczyn kropkowy jest nazywany czasami iloczynem wewnetrznym. Chociaz jest to
czesSciowo poprawne, poniewaz iloczyn kropkowy nalezy do tej rodziny, nie jest precyzyjne tam mowic.
lloczyn kropkowy podaje swojg nazwe z zapisu. Przy danych dwdch n-wymiarowych wektoréw s i t.
iloczyn krokowy jest definiowany tak:

set= i“-

Zauwaz,ze nie jest to to samo co kropka, jakiej uzywamy w programowaniu. W programowaniu, kropka
jest kropka koricowg ; w tym przypadku kropka jest wyposrodkowana miedzy znakami . Mnozenie
zmiennych jest niejawne, co oznacza ,ze gdy zmienne sg pofgczone jak w poprzednim réwnaniu,
sugerowane jest mnozenie. Moze sie jednak zdarzy¢ ,ze bedziesz musiat uzy¢ zmiennych zawierajgcych
wiecej niz jeden znak, co spowoduje zamieszanie zwigzane z nazwami zmiennych. Dlatego wygodnie
jest oddzieli¢ je kropka, dlatego czasami widzisz réwnanie zapisane tak ,ze kropka oddziela dwie
zmienne rzeczywiste ktére musza byé pomnozone. Czasami jest to rowniez stosowane do funkcji lub
mnozenie miedzy innymi typami elementéw. W tych przypadkach, iloczyn kropkowany jest w
rzeczywistosci symbolem domniemanym, poniewaz jesli spojrzymy na funkcje dla n = 1, zauwazymy
,2e ta operacja definiuje proste mnozenie. Sam iloczyn kropkowy nie jest interesujgcy. Sprawia ze
interesujgce jest réwnanie, ktdre spetnia iloczyn skalarny. Warto zauwazy¢ ,ze dla dwdch wektoréw s
it itheta, kat miedzy dwoma wektorami, otrzymasz co nastepuje:

s o t=[s]t]cos (6)

Mozemy tatwo udowodnic przez uzycie prawa cosinusow w tréjkacie o bokach s, ti (s —t). Jesli na
przyktad wybierzesz s = <1.-2,3> it =<-,-1,2>, otrzymasz wynik :

set=1-0+(=2)(=1)+3-2=8
set=|s]lecos(6)
8=+/14-V5cos(0)
8

cos[ﬁ}zﬁ

8=02971=17°



Interpretacja geometryczna przechodzi z réwnania. Wez poprzednie rdwnanie i podziel kazdg ze stron
przez iloczyn norm. Otrzymujesz iloczyn skalarny dwdch wektoréw normalnych réwny kosinusowi
kata miedzy nimi

Wynikiem normalnego iloczynu skalarnego jest rzut —w tym przypadku, linia urojona, ktéra przechodzi
od koncas dot przez osiggniecie t ,tak, ze linia urojona i t sg prostopadte (to znaczy, oddzielone
katem 90 stopni). Nie ma prawdziwego powodu dla normalizacji s, tak dtugo jak znormalizowane jest
t, rzut wcigz dziata doskonale. Dlatego tez, jesli spojrzysz na iloczyn skalarny gdzie tylko t jest
normalne, otrzymujesz rzut s na wektor jednostkowy t. tatwo zauwazy¢ na powyzszym rysunku ,ze jesli
rozszerzysz s tak ,ze wykroczy poza okrag jednostkowy, mozesz nadal stosowaé odpowiednig projekcje
s nat. Nadal jest to zgodne z definicjg cosinusu, co pokazujg ponizsze réwnania:

~ Proj

i

Proj = [s||cos(6)

cos(0)

Niestety nie dziata to jesli norma t nie jest 1

Mozna wywnioskowac jeszcze kilka rzeczy z iloczynu skalarnego, biorgc pod uwage jego geometryczna
interpretacje i rGwnanie:

e Jesli dwa wektory sg prostopadte, geometrycznie, mozna zobaczy¢ ,ze wynik iloczynu
skalarnego powinien wynosié 0 poniewaz rzut pierwszego wektora na drugi wektor to 0

e lloczyn skalarny jest faktycznie dobrym testem dla okreslenia czy dwa wektory sg ortogonalne.
(Ortogonalny jest innym sposobem powiedzenia prostopadly, bez geometrycznych
podtekstow). Jak zwykle nie ograniczamy sie do zwyktego sSwiata 3D. Ta definicja jest poprawna
dla n-wektora, wiec mozna okresli¢ ortogonalnos$¢ dla swiata 4D, jesli mozna zwizualizowad
taka rzecz.

e Mozesz szybko okresli¢ czy dwa wektory sg oddzielone przez mniej niz 90 stopni, po prostu
patrzac na znak iloczynu skalarnego. Kiedy znak jest dodatni, oznacza to ,ze dwa wektory s3
oddzielone mniej niz 90 stopniami

Jeszcze jedna uwaga: ta funkcja daje pewng forme ,,dtugosci” dla pary wektoréw. Brzmi to okropnie
jak norma, z wyjatkiem tego ,ze funkcja ta pozwala na ujemne dtugosci i dwa wektory. Aby to naprawi¢



mozna wzigc iloczyn skalarny wektora na sam wektor i zawsze da on wartos¢ wiekszg niz 0 dla wektora
niezerowego. Co ciekawe, jesli to zrobisz, szybko zorientujesz sie ,ze pierwiastek kwadratowy iloczynu
skalarnego jest w rzeczywistosci 2-norma,jak ponizej:
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Rzutowanie wektora na wektor

Widziates juz ,ze iloczyn skalarny z s it, przy normalnym t ma interpretacje geometryczng bedaca
skalarnym rzutem s na t. Szczegdlnie interesujgcym punktem bytoby rzutowanie arbitralnego wektora
na inny arbitralny wektor jako przeciwieistwo prostego umieszczania razem dtugosci skalarnych.
Cienie sg dobrym przyktadem geometrii rzutowej. Mozesz tatwo wydedukowaé réwnanie dla ogdlnego
rzutowania skalarnego przez prostg normalizacje wektora t:

|Pr0j{s}|=ﬁt£

]

Poniewaz rzutujemy wektor na inny wektor, powiniene$ logicznie odzyskaé wektor. Jesli znéw
spojrzysz na rysunek powyzej, zauwazysz ,ze przewidywana dtugos$¢ jest w rzeczywistosci wzdtuz
wektora t. Ma to sens, poniewaz jesli rzutujesz s na t, wtedy twdéj wektor powinien by¢ wielokrotnoscig
t. Aby obliczy¢ rzutowanie wektorowe jednego wektora na inny, po prostu musimy zmienic¢ dtugosé t
od dowolnej dtugosci rzutu okreslonego w poprzednim réwnaniu.. Najprosciej méwig, zaczniemy od
normalizacji wektora, nadajgc mu dtugosc¢ 1, po ktérej nastepuje mnozenie pozadanej dtugosci rzutu,
ktéra obliczytes powyzej. Daje to koricowe réwnanie dla rzutowanias nat:

set
|t

~ Sei
tet

Proj, (s) =

2
2

Jako przyktad, weZzmy te same wartosSci wybrane powyzej dla sit. Rzutowanie s nat jest obliczane tak:

sef
tet

Proj, (s) =
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Mnozenie krzyzowe

Mnozenie krzyzowe, czasami nazywany iloczynem wektorowym, jest kolejng, bardzo wazng funkcjg do
opanowania . Jest on zdefiniowany tylko dla wektoréw 3D, ale moze byé uzyty rowniez w 2D z



wektorami 3D, ustawiajgc po prostu ostatni sktadnik wektora 3D na 0. Mnozenie krzyzowe jest
reprezentowane przez krzyz. Jego rownanie dziatajgce na dwdch wektorach si t, jest nastepujace:

sxt = I::I.sj.t: _S::t-.-hszt:. _sl.t:: !ls'ct v _St>

Jest to w rzeczywistosci jeden z najbardziej ktopotliwych sposobdw zapamietania réwnania. Jedng z
bardziej interesujgcych wfasciwosci mnozenia krzyzowego jest to ,ze jego iloczyn skalarny z
ktérymkolwiek z jego oryginalnych wektorow daje 0. Réwnanie:

(_5><t}o5=(s><t)tt=0

Jesli pamietasz co oznacza, ze iloczyn skalarny dwéch wektoréw jest réwny 0, prawdopodobnie
pamietasz rdwniez ,ze oznacza to ,ze dwa wektory sg w rzeczywistosci prostopadte do siebie. Zatem
mnozenie krzyzowe s i t moze by¢ geometrycznie postrzegany jako funkcja , ktéra generuje wektor
ortogonalny zaréwno dla s jakii t. Innym sposobem uzyskania zerowego wyniku jest to ze jeden z dwu
wektoréw wynosi 0. Co oznacza ,ze iloczyn wektorowy s it wynosi 0? Rozwigzaniem trywialnym jest
sytuacja, w ktorej s it sg zerowe, ale nie jest to naprawde interesujgce. Alternatywnie, jesli sitsg
liniowo zalezne (czyli réwnolegte), wynik iloczynu wektorowego bedzie wynosit zero. Nie powinno to
dziwi¢, poniewaz jesli myslisz o implikacjach geometrycznych, biorgc pod uwage dwa rownolegte
wektory, mozesz wygenerowac nieskoriczong liczbe wektoréw prostopadtych, jak pokazano tu

'y

b

Do tej pory kazda operacja jakg widziate$, mogta by¢ obstugiwana przy uzyciu tych samych
podstawowych praw, jakich uzywasz przy liczbach rzeczywistych. Jest to jednak miejsce, w ktérym
wszystko sie koriczy. W szczegdlnosci mnozenie krzyzowe nie jest przemienne. To oznacza ,zes ot to
nietosamoco tes. (Mozesz to tatwo zweryfikowac, rozwijajgc rownanie po kazdej stronie). Zatem,
mnozenie krzyzowe moze da¢ dwa prostopadte wektory. Jesli myslisz o geometrycznych implikacjach
tego, ma to sens poniewaz mozesz wybra¢ wektor i odwrdci¢ jego kierunek, aby uzyskaé nowy wektor,

ktory jest réwniez prostopadty do dwéch pozostatych i réwnolegty do poprzedniego. Jednak jest nieco
problematyczne, poniewaz nie wiesz w ktérym kierunku péjdzie wektor, kiedy go wyliczysz. Bardzo
prostym sposobem okreslanie nowego kierunku jest uzycie reguty prawej dtoni. Najpierw otwodrz
prawa reke i ustaw kciuk pod katem 90 stopni wobec pozostatych palcéw. Nastepnie skieruj palce na
pierwszy wektor mnozenia krzyzowego. Nastepnie, jesli to mozliwe, zwin palce tak, aby wskazywaty
kierunek drugiego wektora. Jesli mozesz zwing¢ palce w ten sposéb, wynikowy wektor bedzie



dyktowany pozycjg kciuka. Jesli nie mozesz zawing¢ palcéw, poniewaz wymagatoby to odgiecia ich do
tytu, obrd¢ reke tak ,a by kciuk byt skierowany ku dotowi. Zasada prawej dtoni jest wizualng technika
okreslania kierunku powstajacego wektora, ale istnieje réwniez geometryczny sposdb patrzenia na
problem. Jesli przejscie od s do t wymaga poruszania sie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara, wtedy wektor skierowany jest w gore. Jesli ruch jest zgodny z ruchem wskazéwek zegara,
widzimy wektor skierowany w dét. Trygonometria oferuje jeszcze jeden poglad na ten problem. Jesli
kat miedzy s at jest mniejszy niz i, wektor bedzie wskazywat gore, jesli nie , bedzie wskazywat dét.
Kiedy kat jest wyliczany, powinienes$ patrze¢ na zakres katéw ktéry wzrasta w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazowek zegara. Nie wystarczy wzigé mniejszy z dwdch katéw miedzy wektorami.

I

sxt

5+t : wynikowy wektor w gére

sxt

s+t :wektorwynikowy w dadt

Przyjmujemy nasze tradycyjne wartosci s = <1,-2,3) i t = <0,-1,2>, mozemy obliczy¢ ich iloczyn skalarny
jak ponize;j:



set={(=2)-2-3(=1),3-0-1-2,1(=1)=(=2)0)
=(—4+3,0-2,-1+0)

_f Y
=(=1,-2,~1)

W $wiecie 2D mozemy uzyé mnozenia krzyzowego dla okreslenia ,boku” wierzchotka danego wektora.
Innymi stowy, jesli masz wektor, mozesz okresli¢ czy dany punkt znajduje sie po prawej czy po lewej
stronie wektora .Aby to obliczy¢ po prostu rozwaz iloczyn wektorowy wektora brzegowego (nazwijmy
go st) i rozwaz wektor od punktu s to punktu p sp. Wiesz ,ze kierunek mnozenia krzyzowego moze ci
powiedzie¢ czy wektory sg oddzielone przez mniej niz m. W tym momencie, dedukcja powinny by¢ dos¢
proste; obliczamy iloczyn wektorowy st z sp, i jesli komponent z jest dodatni, wiesz ,ze kat przeciwny
do ruchu wskazéwek zegara miedzy dwoma wektorami jest mniejszy niz m a zatem sp jest po lewej
stronie wektora st. | odwrotnie jesli znak jest ujemny, implikuje to ,ze kat jest wiekszy niz i, a zatem sp
jest po prawej stronie st

Nie powinno sie obejs¢ bez przyktadu, wiec wezmy s - <0,0>, t =<-1,1> i p <0,1>, tak jak na powyzszym
rysunku. Przez obliczenie mnozenia krzyzowego, otrzymasz dokfadnie to czego mozesz oczekiwac z
geometrycznego punktu widzenia
! \
st=(—11)
sp=(0,1)
stesp=(—1,1,0)#(0,1,0)
={0,0,-1)

Sktadowa mnozenia krzyzowego jest nazywana réwniez wyznacznikiem, i moze by¢ uogdlniony na
wieksze wymiary.



Przestudiowates juz nieco kierunek mnozenia krzyzowego , ale pamietaj ,ze wektory sg elementami
okreslanymi zaréwno przez kierunek jak i wielkos¢. Do tej pory nie mowilismy o zbyt wiele o wielkosci,
ale istnieje dos¢ tatwa do jej okreslenia formuta :

s>t =]s]l¢]sin (6)

Ta formutg nie powinna dziwié¢, poniewaz jest bardzo podobna do tej dla iloczynu skalarnego.
Zauwazytes ,ze kierunek wektora generowanego przez formute byt wrazliwy na katy wieksze nizm, a ta
formuta wyraznie stwierdza ten fakt przez odwrdcenie znaku dla takich katéw. Daje to réwniez
interesujgcy fakt. Jesli wezmiemy iloczyn wektorowy z s i t, dostaniemy dany wektor. Jesli odwrécimy
kolejnos¢ s i t, zasadniczo zmieniamy kat © na (2m — 0); podtgczenie tej wartosci do rdwnania sprawi
,2e zdasz sobie sprawe, ze wszystko co robi to odwraca znak wektora. Innymi stowy

s>t =~[lexs|

Istnieje rowniez wyjasnienie geometryczne dtugosci iloczynu wektorowego. Najpierw, umies¢ dwa
wektory w taki sposdb ,aby ich punkty zaczepienia zgadzaty sie i obracaj je tak, aby jeden wektor byt
poziomy. Potem dodajemy s do punktu korncowego t a t przy punkcie koncowym s generuje
réwnolegtobok. Na koniec obcinamy mate tréjkaty z bokdéw i wklej je na drugim koricu; zauwazysz ,ze
w zasadzie zbudowate$ kwadrat. Prawdopodobnie juz wiesz jak obliczy¢ pole kwadratu (wysokos$é razy
szeroko$¢). Mamy juz szerokos$¢ (podang przez norme t ); mozesz wyliczyé wysokos$¢, poniewaz
uzywajac sinusoidy, wiesz ,ze jest to sin(B) razy norma z s . Podsumowujgc , dtugos¢ iloczynu
wektorowego jest w rzeczywistosci obszarem réownolegtoboku generowanego przez wektory sit

s lIslisin{a)

v

Przestrzeh Wektorowa

Pojecie przestrzeni wektorowej jest dos¢ interesujgce, poniewaz taczy wektory z uktadami
wspotrzednych. Przestrzen wektorowa jest zdefiniowana jako zbiér wektorow s,t,u , ktdre maja
nastepujgce wiasciwos¢ pod wzgledem wielkosci skalarnych a,b:



a) s+t=t+s

b) (s+t)+v=s+(t+v)
¢) O+v=v+l=v

d) v+(—v)=v+0=v
e) a(bv)=(ab)v

f) (a+b)v=av+bv

g) a(s+t)

h) lv=v

Ten zestaw wihasciwosci moze brzmie¢ catkiem niedorzecznie, ale wierzcie lub nie, istnieje wiele innych
przestrzeni, ktére nie przestrzegajg pewnych tych zasad. Do tej pory uzywaliémy niejawnie przestrzeni
wektorowej {<1,0,0>, <0,1,0>, <0,0,1>}

Dzien Niepodlegtosci

Jesli spodziewates sie przeczytac cos o filmie Dzien Niepodlegtosci, nic z tego. W tej czesci omowimy
liniowa zaleznos¢ miedzy wektorami. Podczas pracy z przestrzeniami wektorowymi nie ma sensu
zajmowania sie tymi samymi informacjami. Posiadanie dwdch réwnych wektorédw nie dostarcza zbyt
wielu informacji. Jesli pracujesz z wektorami , upewnij sie ,ze nie masz tych samych informacji
dwukrotnie. Poprzednio zauwazyliSmy ,ze dwa wektory sg liniowo niezalezne, jesli nie sg rownolegte.
Jednym ze sposobdéw na stwierdzenie czego$ przeciwnego jest powiedzenie , ze dwa wektory sg
liniowo zalezne, jesli jeden wektor jest wielokrotnoscig drugiego. Wynika to z faktu ,ze dwa réwnolegte
wektory muszg wspdétdzieli¢ ten sam kierunek i dlatego tylko wielkos¢ moze sie miedzy nimi zmieniaé.
Mozna réwniez uogdlnic¢ to mdéwiac ,ze zbidr wektordw jest liniowo zalezny, jesli istnieje jedne wektor,
ktéry mozna wyrazi¢ jako liniowg kombinacje pozostatych. Dziwny termin to ,kombinacja liniowa”.
Wiemy ,ze dla dwdch wektoréw zaleznych liniowo, jeden musi by¢ skalarng wielokrotnoscig drugiego.
W sensie ogdlnym, kombinacja liniowa jest niczym wiecej niz sumg wektoréw indywidualnie
pomnozonych przez wartos$¢ skalarng. Jesli o tym pomysleé, uzywates kombinacji linowych kiedy
uczyte$ sie o dodawaniu wektoréow. Dodawanie jest w rzeczywistosci kombinacjg liniowa. Sztuczka
polega na ty ,ze zawsze mnozymy przez statg warto$¢ skalarng 1. Definicja ta jednak nie jest
restrykcyjna. W ujeciu réwnania, liniowo zalezny zbiér wektoréw v; przylega do nastepujgce warunku
dla jednego wektora vi i z co najmniej jednym wspdtczynnikiem niezerowym a; :

ial_.v,. =v,,i#k
=

......

w tym samym zbiorze, nie przynosi to zadnych nowych informacji do tabeli, i nie trzeba tego nanosié.
Na przyktad, wezmy zbidér wektorow {<1,2,3>, <4,7,10>, <1,1,1>} .Mozesz uzyskaé srodkowy wektor ,
mnozac pierwszy przez 3 i dodanie ostatniego do niego. Oznacza to ,ze zbiér wektordow jest liniowo
zalezny. Zbior wektoréw , ktéry moze byé wygenerowany przez liniowg kombinacje zbioru wektoréw
jest nazywany rozpietos$cig/ Na przyktad , mozna powiedzie¢ ,ze w 3D, rozpieto$é {<1,0,0>, <0,1,0>, <0
,0,1>} jest zbiorem wszystkich wektoréw w przestrzeni 3D. To powinno by¢ oczywiste; jesli pop prostu
pomnozysz pierwszy wektor przez x, drugi przez y a trzeci przez z. mozesz wygenerowac¢ dowolng
wspotrzedna <x,y,z>. Kiedy méwimy o rozpietosci, redundacja staje sie bezuzyteczna; mozesz odrzucic¢



kazdy wektor bedacy liniowg kombinacjg pozostatych. Innymi stowy, rozpietosé pierwszego przyktadu
zbioru wektorédw nie rdzni sie od tego , jesli pominate$ ostatni wektor zbioru. Faktycznie, mozesz
pomingc jeden z trzech wektoréw, poniewaz wszelkie wektory z tym zbiorze mogg by¢ wyrazone jako
kombinacja liniowa dwdéch pozostatych

Podstawa

Podstawe mozna tatwo zdefiniowaé jako minimalny zbiér wektoréw ,ktére mogg obejmowac caty
przestrzen . Ostatni przyktad jaki widziates, jest podstawq. Bardziej wyrafinowanym przyktadem
podstawy bytoby {<1,2,0>, <0,1,2>, <1,0,2>}. Mozesz zweryfikowac to czy co$ rzeczywiscie formuje
podstawe przez probe znalezienia niezerowych wartosci skalarnych a,b i ¢ , takich ,ze liniowa
kombinacja tych wektorow jest wektorem 0. Znalezienie takiej mozliwosci oznacza ,ze mozna zapisac
co najmniej jeden wektor moze by¢ zapisany jako liniowa kombinacja pozostatych. Zauwaz ,ze jest to
doktadnie to samo ,co réwnanie liniowej niezaleznosci podane wczesniej, ktérym kazdy wyraz zostat
zgrupowany po tej samej stronie réwnania. Rdwnanie to:

{]:f?ﬂ,ﬂﬂﬁ-%h{ﬂj,2}+C{|JL2}
(0,0,0)=(a+c,2a+b,2b+2c)

O=a+c
0=2a+b
O=bh+2¢c
a=-—c
b==2c=2a

O0=2a+b=2a+2a=4a

a=b=c=0(

Mozesz zonglowac rownaniami, tak jak chcesz, ale nigdy nie znajdziesz nietrywialnego rozwigzania
tego problemu. Wszystko sprowadza sie do trywialnego rozwigzania; dlatego zbidr jest liniowo
niezalezny. Wiec wiesz, ze wektory sg niezalezne, ale aktualnie nie wiesz czy sg wystarczajace i dos¢
minimalne aby opisac catg przestrzen. Okazuje sie ,ze tak. Twierdzenie stanowi ,ze w n-przestrzeni
podstawa bedzie miata n wektordw. Jednym ze sposobdw jest to ,ze kazdy liniowo niezalezny wektor
moze sterowac jedng osig w ukfadzie wspoétrzednych. Na przyktad, trywialna podstawa {<1,0,0>,
<0,1,0>,<0,0,1>} steruje trzema oddzielnymi osiami: x,y i z, odpowiednio. Ale co jesli wektory nie s
trywialne? Aby to zwizualizowaé, mozna o tym mysleé jako obréconym zestawie osi w przestrzeni,
gdzie kazda oS jest okreslona przez wektor. Jesli masz mniej niz n wektoréw, co najmniej jedna o$ nie
bedzie okreslna ,a zatem nie bedzie mozna adresowac kazdego wektora w przestrzeni. Jesli masz
wiecej niz n wektoréw, przynajmniej jeden wektor bedzie liniowg kombinacjg innych i dlatego nie
bedzie dostarczat nowych informacji. Z oczywistych wzgleddw znacznie tatwiej jest radzi¢ sobie z
wektorami, ktére maja wptyw na trywialne osie, niz gdy mamy do czynienia z wektorami, ktére



wplywajg na wiecej niz jeden komponent naraz dla jednej wartosci skalarnej. Na przyktad, sprébuj
znalez¢ wartosci skalarne {x,y,z} dla wspétrzednych <1,2,3> w dwéch podanych dotychczas bazach, a
szybko zorientujesz sie ,ze {<1,0,0>, <0,1,0>, <0,0,1>} jest duzo przyjemniejszym zestawem do pracy/
Dzieje sie tak dlatego ,ze pierwszy wektor moze by¢ pomnozony przez 1, drugi przez 2, a trzeci przez 3.
Z pewnoscig bedzie to trudniejsze z inng podstawg (ktdra, jak sobie przypominamy, wcigz rozcigga sie
na kazdg wspétrzedng w przestrzeni). Jedng rzeczg ktéra sprawia, ze ten zbidr jest tak przyjemny w
pracy jest to,ze jest ortogonalny. To znaczy, kazdy wektor wziety dwa razy po dwa ,jest ortogonalny
. Ta wtasciwos$¢ umozliwia kontrolowanie poszczegdlnych osi oddzielnie, Taka podstawa jest nazywana
podstawg ortogonalng. Inng bardzo mitg wtasciwoscig jest to ,ze wektory , wszystkie majg norme 1. To
sprawia ,ze znalezienie wartosci skalarnej niz gdyby wartosci bardziej niejasne. Podstawa, ktorej
wszystkie wektory majg norme 1 ,nazywamy podstawg normalng ; podstawa ktdrej wektory sg
ortogonalne i ktérej wektory majg norme 1 jest nazywana podstawg ortonormalng. Nie daj sie zwies¢
poprzednig definicjg. Istnieje nieskoriczony zbidér wektoréw, ktére tworzg podstawe ortogonalng w
3D. Po prostu wez podstawe ortonormalng jakg znasz i pozwdl jej swobodnie obracac sie wokét
dowolnej osi, a nadal bedziesz miat podstawe ortonormalng. Powodem, dla ktérego mozesz chcie¢
zbudowad inng podstawe ortonormalng, jest uproszczenie sobie zycia, przez zbudowanie sobie innego
uktadu wspétrzednych.

Ortogonalizacja

Stowo ,orotgonalizacja” dos¢ doktadnie okresla to co robi. Ortogonalizacja jest procesem budowania
podstawy ortogonalnej ze zbioru linearnie niezaleznych wektoréw. Jest to przydatne nie tylko w
przypadku uktadéw wspoétrzednych ale réwniez z powoddw numerycznych. Format
zmiennoprzecinkowy |EEE, ktéry jest wspierany przez wszystkie dzisiejsze komputery, ma wiele
problemdéw numerycznych. Na przyktad, jesli obrdcisz trzy ortonormalne wektory swobodnie w
przestrzeni 3D, ostateczna precyzja jest na tyle zta ,ze wektory nie bedga juz ortonormalne. Moze to
stanowi¢ problem, jesli uzywasz tych wektoréw do przeksztatcania ksztattéw na ekranie, poniewaz
zaczniesz zauwazaé¢ dziwne odksztatcenia. Oczywiscie, wymagany jest proces aby ponownie
ortogonalizowaé te wektory. Teraz , gdy rozumiesz dlaczego, spdjrzmy na to — jak. Poprzednio
pokazano ,ze rzut wektora s na inny wektor t, daje nowy wektor ktory jest rownolegty do t ,ale z
rzutowang wielkoscig s. Mozesz réwniez spojrzeé na prostopadty komponent s zamiast patrze¢ na
jego komponent w odniesieniu do t. Aby to wyliczy¢, wystarczy odjgé rzutowany komponent od s. Jest
to réwnoznaczne z powiedzeniem ,ze masz wspotrzedne <x,y> i ,ze odejmiesz od niego <0,y>. To co
pozostaje to komponent x ,jak ponizej

=Saf

I 1

s=sst

st

k J

Matematycznie, prostopadtym elementem wektora jest



set
tet

t

Perp, (t)=s—

Dziata to poprawnie dla dwéch wektoréw. Biorgc pod uwage dwa wektory, mozemy znalez¢ wektor,
ktdry jest ortogonalny do innego wektora. Jesli myslisz o spojrzeniu geometrycznym, mozesz catkiem
tatwo wydedukowac ,ze ten proces moze by¢ zastosowany do wiecej niz jednego wektora. Na przyktfad,
jesli mamy trzy wektory, wybieramy jeden wektor jako wektor do rzutowania na inny wektor, jako
wektor rzutowany. Obliczylismy wektor prostopadty dla rzutowanego wektora,, a teraz powinnismy
mieé¢ dwa ortogonalne wektory. W przypadku trzeciego wektora, moze odjg¢ jego rzut od pierwszego
wektora i jego rzut od drugiego wektora, i, z tych samych powoddw, uzyskamy wektor, ktéry jest
orotgonalny zaréwno dla pierwszego i drugiego wektora. Podsumowujgc réwnania, otrzymujemy :

=l V. ey .
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po prostu zastosujemy ten proces do n-1 wektorow i z powodzeniem uzyskamy podstawe
ortogonalng. Mozesz tatwo obliczy¢ podstawe ortogonalng, jesli po prostu znormalizujesz wektor
wynikowy. Zilustrujmy to przyktadem. Wezmy poprzednig baze {<1, 2, 0>, <0,

1, 2>, <1, 0, 2>} i wygenerujemy z niego baze ortogonalng:
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=(1.1429,-0.5714,0.2857)

Mozesz sprawdzi¢ ,ze te wektory sg rzeczywiscie ortogonalne, obliczajgc iloczyn skalarny na kazdej
mozliwej pary wektorow. W zwigzku z tym tworzg one podstawe ortogonalng w 3D. W 3D jesli wiesz,
ze dwa z tych wektoréw sg ortogonalne, istnieje znacznie tatwiejszy sposdb obliczania trzeciego
wektora. Przypomnijmy, ze mnozenie krzyzowe jest w rzeczywistosci wektorem, ktory jest ortogonalny
dla obu pierwotnych wektoréw. Dlatego tez, nie powinieneS marnowac czasu na obliczanie



ortogonalnego wektora Gram-Schmidta jak pokazano w poprzednim przyktadzie, a zamiast tego po
prostu uciec sie do uzycia mnozenia krzyzowego, ktdry jest znacznie prostszy do obliczenia. W
przypadku drugiego wektora metoda przedstawiona w poprzednim réwnaniu jest prawie tak prosta,
jak tylko mozna. Wazne jest ,aby pamietac o innych rzeczach (takich jak mnozenie krzyzowe), ktore sg
bardziej szczegbétowe niz przypadki ogdlne, ale réwniez bardziej wydajne.



