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Granica tej funkcji dla x = 3 wynosi 9. Mozesz napisaé to w nastepujacy sposéb:

lim_,, f(x)=9

Jesli zastgpisz x = 3 w rownaniu, mozesz sprawdzi¢, czy otrzymate$ 9, ale zawsze robisz to
nieprawidtowo, jak wkrétce zobaczysz. Jesli pozostaniesz $cisle zgodny z definicja, mozesz
zweryfikowac, ze im blizej x = 3, tym bardziej zblizasz sie do 9. Tabela ilustruje idee:

X Result
2 7

25 8

2.9 8.8
2.999 8.998
3.001 9.002

Jesli spojrzysz na funkcje bez patrzenia na jej wartos¢ x = 3, fatwo zobaczysz, ze wartos¢ bedzie
"zmierza¢ w kierunku" 3. Ta idea "zmierzaj do" jest wazna, poniewaz pojecie limitu jest rowniez
zdefiniowane dla funkcji, ktore nie okreslaj wartosci scistej. Jesli funkcja nie jest zdefiniowana dla danej
wartosci, limit moze nadal istnieé, o ile wartosci w sasiedztwie tej wartosci zmierzajg w kierunku
wartosci. Zaskakujgco, funkcja, ktéra moze mie¢ wynik 3, moze zakoniczy¢ sie wynikiem -2 jako
ograniczeniem, jesli na przyktad funkcja jest zerwana przy tej wartosci. W tabeli rozwigzanie jest dos¢
oczywiste. Ale jesli przyjrzysz sie uwaznie, zauwazysz, ze gdy x zbliza sie do 3 z mniejszych liczb, wynik
zmierza w kierunku 9. Jesli wybierzesz jedyng inng mozliwg Sciezke, ktora jest od wyzszych liczb (3.001
i wyzej) mozna rowniez zauwazy¢, ze zbiegajg sie one w kierunku 9. Zasadniczo, jesli funkcja jest ciggta,
ograniczenie funkcji jest réwne wynikowi funkgcji. Jest to definicja ciggtosci w matematyce. Niestety,
nie wszystkie funkcje sg tadne i ciggte, szczegdlnie jesli chcesz zrobié jakies fantazyjne efekty wodne w
grze. Podczas obliczania granicy, pamietaj, ze definicja okresla, ze punkt p jest granicg gdy x dazy doy
wtedy i tylko wtedy, gdy y znajdzie sie w poblizu x, nie wtedy i tylko wtedy, gdy y znajdzie sie w poblizu
i rzeczywistej pozycji x. W zwigzku z tym nie mozna twierdzi¢, ze granica wynosi f (y). Jako dowdd, wez
pod uwage rownanie przedstawione na rysunku 2:



1.5

—

0.5

_I2I T I_I1I T Ubl LI -Il T T 17T 171
X

Na rysunku 2 pusty okrgg oznacza, ze jeden konkretny punkt nie jest uwzgledniony na krzywej. Z drugiej
strony, wykreslenie wypetnionego punktu wskazuje, ze pojedynczy punkt istnieje w tej lokalizacji. Ma
to wyraznie pokazac nieciggtosé¢, ktéra istnieje przy x = 0. Jest to dos¢ bezuzyteczne réwnanie, ale
ilustruje, w jaki sposdb limit rézni sie od wartosciowanej funkcji. Tutaj, jesli poproszono Cie o obliczenie
limitu, poniewaz x dgzy do 0, odpowiedz bytaby 0. Mozesz to fatwo zweryfikowac, poniewaz x staje sie
bardzo blisko 0, wartos¢ jest nadal réwna 0. W doktadnym punkcie x = 0, prawda jest, ze funkcja ma
wartos¢ 1, ale jest to jedyny wyjgtek. Nie ma nieskonczonej liczby wejs¢, ktére sg nieciggte. Mozliwe
tez, ze granica w ogoéle nie istnieje. Rozwaz nastepujace rownanie:

-1 x>0
I x<0)

f(x)=

Wykres tego réwnania, jak pokazano na rys. 3, pokazuje, ze funkcja jest reprezentatywna dla wykresu
dla linii przerywanej lub, jesli wolisz, dwdéch réznych linii
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Gdyby$ miat obliczy¢ granice na poziomie x = 0, nie bytbys w stanie wymysli¢ jednego rozwigzania.
Podczas testowania granicy wokot okolic liczb ujemnych, okaze sie, ze warto$¢, ktéra wydaje sie
prawdopodobna, wynosi 1. Z drugiej strony, jesli spojrzysz z perspektywy dodatniej liczby, dowiadujesz
sie, ze -1 to wartos¢ . Otrzymujesz dwie rézne wartosci, zblizajgc sie do limitu z dwdch réznych sciezek;
dlatego limit nie istnieje. Limit w dowolnym punkcie powinien by¢ zawsze unikalny. Jesli nie jest, to
powinno by¢ jasne, ze réwnanie nie moze zbiegac sie w kierunku jednej liczby. Chociaz istniejg bardzo
rygorystyczne metody, ktére mozna wykorzysta¢ do ustalenia, czy dane rownanie ma pewien limit,
istnieje kilka sztuczek, ktérych mozna uzy¢ do okreslenia tego z goéry. Nalezy wzig¢ pod uwage, ze
jakakolwiek funkcja ciggta posiada ograniczenie w dowolnym punkcie. Na przyktad funkcja taka jak
cosinus lub sinus jest ciggta; zadna z funkcji nie ma zadnych przerw, wiec na kazdym z nich istnieje
ograniczenie. Funkcje wielomianowe sg kolejnym przyktadem funkcji ciggtych. Jak pokazuje powyzszy
przyktad, funkcja nie musi by¢ ciggta, aby posiada¢ ograniczenia we wszystkich lokalizacjach. W
rzeczywistosci, jesli funkcja jest ciggta, nastepujgca wtasciwos¢ zawiera:

Jesli spojrzysz na pierwszy przyktad, tak wtasnie byto. Funkcja byta wielomianem, a wiec jest ciggta; a
poniewaz jest ciggtly, limit istnieje wszedzie. Ponadto, poniewaz jest ciggly, jego limit w rzeczywistosci
jest rowny funkcji wycenionej w y. Nie zawsze tatwo jest radzi¢ sobie z ograniczeniami. Wiele
przypadkéw w rachunku rézniczkowym jest takich, ze funkcja jest dzielona przez 0, gdy x = 0, a zatem
nie mozna tatwo zobaczy¢, co sie dzieje. Rozwazmy na przyktad ponizsze réwnanie, ktére moze
reprezentowac wzgdrze przedstawione na rysunku 4:

Gdybys obliczyt limit na poziomie <0, 0>, trudno bytoby okresli¢, czy istnieje, czy nie. Jak sie okazuje,
mozesz przejs¢ intuicyjng metoda i wyprébowac kilka wartosci w poblizu, ale to faktycznie nie
gwarantuje, ze limit rzeczywiscie istnieje. Zwtaszcza jesli masz do czynienia z réwnaniami 3D, istnieje
wiele Sciezek, ktére mozesz zastosowacd, by zbiegac sie w kierunku y, co trudno powiedzie¢ z bardzo
dobrg pewnoscig. W szczegdlnosci powyzsze réwnanie w rzeczywistosci nie ma ograniczenia. Szybkim
sposobem ustalenia tego jest fakt, ze réwnanie licznika zbiegato sie wolniej niz réwnanie w
mianowniku. Oczywiscie, x* zbiega sie szybciej niz x plus pewna liczba dodatnia.

Wiasciwosci Granicy



Oprdcz zrozumienia granic w sensie ogélnym, wazne jest rowniez przyjrzenie sie wtasciwosciom granic.
Sq to rodzaje tozsamosci, ktdre pozwolg Ci zaoszczedzi¢ czas pod koniec dnia. Ten tekst nie zadat sobie
trudu udowodnienia tych tozsamosci, ale powinienes by¢ w stanie to zrobi¢ sam, poniewaz sg to zwykte
algebraiczne manipulacje. Intuicyjnie te wtasciwosci sg catkiem jasne. Pierwsze twierdzg, ze skalowana
granica jest rowna tej samej skali granicy funkcji. Z matematycznego punktu widzenia jest to
przekazywane w nastepujacy sposéb:

If lim,_,, f(x)=a,
lim,_,, (kf (x))=ka

Druga wazna wtasciwosc¢ twierdzi, ze suma granic jest réwna granicy sumy funkcji. Z matematycznego
punktu widzenia jest to przekazywane w nastepujacy sposob:

sedli lim,_, f(x)=a i lim,_ g(x)=b

lim, , (f+g)(x)=lim,, f(x)+lim,_, g(x)=a+b

Nastepna witasciwos¢ dotyczy mnozenia. Zasadniczo stwierdza, ze mnozenie granic jest rowne granicy
mnozenia funkcji. Ponownie, jesli chodzi o matematyke, jest to przekazywane w nastepujgcy sposoéb:

Jedlilim , f(x)=a i lim_ g(x)=b
lim,_,,(f-g)(x)=(lim,,, f(x))-(lim_ g(x))=a-b

Podobnie, mozesz wywnioskowa¢ to samo dla odwrotnosci funkcji. Korzystajgc z zapisu
matematycznego, masz nastepujace:

Jedlilim_ f(x)=a #0 i f(x)#0Vx
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Pochodne (wynik rézniczkowania)

Idea pochodnej ujmuje pojecie tempa wzrostu. Rozwazmy na przyktad samochdd, ktéry porusza sie
liniowo i przechodzi z pozycji poczatkowej x = 0 do pozycji koricowej x = 3 w ciggu trzech sekund. Jak
mozesz ustali¢, jak szybko jedzie samochdd? Jesli przyjrzysz sie problemowi, zauwazysz, ze samochdd
wykonuje trzy jednostki ruchu w ciggu trzech sekund lub, mdwigc inaczej, predkos¢, z jaka jedzie
samochdd to 3 / 3s lub 1 jednostka na sekunde. To funkcja czasu. Geometrycznie, gdybys narysowat
pozycje samochodu w funkcji czasu, narysowatbys linie prostg od jednego punktu do drugiego.
Nachylenie w tym przypadku faktycznie odzwierciedla szybkos$¢ zmian. Z drugiej strony, rozwaz obiekt
poruszajgcy sie ruchem parabolicznym i przypusémy, ze réwnanie opisujgce ruch obiektu jest
nastepujace:

x(t)=t*—1

Aby obliczy¢ srednig stawke dla zakresu t = [- 1, 0], zastosowatbys te samg koncepcje. W skrécie, mozna
obliczy¢ nachylenie linii generowanej od pierwszego do drugiego punktu, jak pokazano na rysunku 5:



x(=1)=x(0) ((=1)=1)=(0"-1)

(=1)=0 ~
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Srednia szybko$¢ z zakresu [a, b] jest tatwo obliczana nastepujaco, gdzie m jest nachyleniem linii od b
do a:

x(b)=x(a)
b—a

m =

Jak na razie dobrze. Zastandw sie jednak, co sie stanie, jesli zmniejszysz zakres o potowe, jak pokazano
na Rysunku 6:
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Nachylenie jest oczywiscie bardziej strome. Oczywiscie, jesli ograniczytes przedziat jako taki, iteracyjnie
uzyskatbys wskaznik dla mniejszego zakresu krzywej do punktu, w ktérym mozna by powiedzie¢, ze
obliczytes chwilowa szybkos¢ zmian dla danego punktu w czasie, tylko dlatego, ze twdj zasieg jest tak
maty, ze jest natychmiastowy ze wszystkich praktycznych zastosowan. To jest to samo, co moze sie
zdarzyé¢ podczas jazdy samochodem. Jesli przyspieszasz w samochodzie, mozesz spojrze¢ na aktualng
predkos¢ (lub predkos¢ chwilowg). Niezwykle wazne jest ustalenie chwilowej predkosci w danym
momencie. Na przyktad, biorgc pod uwage potozenie obiektu, mozesz by¢ zainteresowany poznaniem
poczatkowej predkosci lub szybkosci zmiany obiektu, lub, jesli wolisz, nachyleniem w tym momencie
w danym czasie, biorgc pod uwage wykres. Jak zaobserwowano wczesniej, odpowiada to nachyleniu
w tym punkcie chwilowym, ale doktadniej, nachylenie w tym punkcie chwilowym jest w rzeczywistosci
nachyleniem linii stycznej na tej krzywej w czasie t (to znaczy, dla czasu =t in f (Time)). Przyjrzymy sie
temu dokfadniej pdzniej, ale na razie spdjrzmy na matematyke zaangazowang w ciggte zmniejszanie
przedziatu:

Jesli h = 0, jasne jest, ze ta funkcja rowna sie nieskoriczonosci. Dowolna funkcja podzielona przez O,
poza samym sobg, jest nieskofnczonoscig. Mozesz to sprawdzi¢, dzielgc dowolng liczbe przez coraz
mniejsze liczby, ktére sg bliskie 0. W problemie przedziatowym, w rzeczywistosci nie potrzebujesz
Scistej réwnosci do 0 dla h. Co dzieje sie z tym rownaniem jest to, ze gdy wartos¢ h staje sie mniejsza i
mniejszy podziat powoduje znaczny wzrost licznika. Z drugiej strony licznik staje sie rdwniez bardzo
maty, gdy h staje sie bardzo maty. To na pewno pachnie jak problem z limitem. Pochodng funkcji f (x)
mozna zatem zdefiniowaé w nastepujgcy sposob:

f(x)=f(x=h)
h

f 1{X] :]imf.-—ﬂil

Piszemy pochodng dodajgc jeden maty Scieg obok funkcji, wiec rozwigzujemy dla rownania prébki:



(3 =1)=((x=h)"=1)
h
(xz —I)—(IZ —th-i-hz—l)
’ h
2xh+h?

=

f(x)=lim,_,

= Ilmhﬁ

=lim
=lim,  2x+h

=2x

Woykres tej funkcji przedstawiono na rysunku 7. Zasadniczo, dla x = -1, mamy chwilowe nachylenie -2,
jak pokazano na rys. 8. (Mozesz to sprawdzic.)

3 3
2 2
1 1
—1 =1
-2 -2
-3 -3

Nastepnie przyjrzyjmy sie pochodnym dla bardziej ogdlnych i dobrze znanych funkcji. Pojecie
ograniczen jest tutaj wazne, poniewaz ograniczenia sg kluczem do rozwigzania problemodw, ktére nie
majg z gory okreslonego rozwigzania analitycznego. Alternatywnie mozna obliczy¢ wartos¢ liczbowa
limitu, wprowadzajgc wartosci bardzo zblizone do rozwigzania i okreslajgc wartos¢ koncowa. Tylko
upewnij sie, ze rozumiesz jedng rzecz: Nie wszystkie funkcje majg pochodna. Jesli limit funkcji nie
istnieje, to wyraznie nie moze posiadac pochodnej. Preferowane jest przedstawienie pochodnej funkcji
f (x), gdzie zmienng w funkcji jest x. Zauwaz, ze tutaj nie ma wzmianki o zbieznosci w kierunku
okreslonej wartosci. To, co cie szczegdlnie interesuje, to ogdlna funkcja, w ktdrej y zbiegaja sie w
kierunku x ogdlnie. Krétko mowigc, chcesz uzyskaé¢ réwnanie pochodnej, a nie wartos¢ pochodnej w
okreslonym punkcie. Mozesz napisac to z nastepujgca notacja:

Pochodne wielomianowe



Wielomiany sg bardzo popularne z wielu powodow. W zwigzku z tym przydatne moze by¢ uogdlnienie
pochodnej wielomianu, aby mozna jg byto tatwo obliczy¢. Jesli uzywasz definicji pochodnej jako limitu
funkcji, mozesz tatwo znalez¢ limit wielomianu:

cr’(x" ) lim x'=(x=h)
dx S h
) X"=x"+nx""h+h*(..)
=lm,_, h

=lim,_,, (r:rx"hl +h (})

tie]
= HX

Jest troche za wczesnie, aby poznac szczegdty rozszerzenia wielomianu (x + a) n, ale chodzi o to, ze jesli
pomnozysz dwumianowy n razy, otrzymasz tylko jedng wartos¢, w ktorej a nie jest pomnozona przez
x. Dzieje sie tak, gdy mnozysz pierwszy termin (czyli x) dla kazdego nawiasu. Jesli spojrzysz na ile haset
ma moc 1 dla h, zauwazysz, ze jest ich n i ze wszystkie z nich majg te samg wartosé: xn? 1. Jesli chodzi
0 pozostate warunki, kazdy ma co najmniej moc h do kwadratu. Dlatego mozesz podzieli¢ catg rzecz
przez h i, poniewaz nadal istnieje wiodgcy wspdtczynnik h dla kazdego z tych termindw, poniewaz h
dazy do O, réwnanie réwne jest 0. Tak wiec masz pozostaty okres (ten, ktéry kumuluje wszystko
uprawnienia 1 dla h). Po tym masz szanse, ze bedziesz mnozyt przez h, co jest intuicyjne 0. Dzieki
wiasciwosciom limitu ta formuta uogdlnia sie jeszcze bardziej, poniewaz mozesz zastosowac to samo
do sum wielomianéw i do skalarnych multiplikacji wielomianéw . W skrécie mozna zastosowac te
technike do rozwigzania réwnania dowolnego zwyktego wielomianu rzeczywistego.

Tajemnicza moc

Wielomiany obejmujg szeroki zakres problemoéw, ale nie sg jedynymi dzieémi w bloku. Inng
powszechng funkcjg jest funkcja mocy. Chociaz funkcja ta jest bardzo podobna do funkcji
wielomianowych w reprezentacji, sama funkcja jest zupetnie inna i ogdlnie wzrasta / maleje znacznie
szybciej niz wielomian. Chcemy znalez¢ réwnanie dla ogélnej funkcji mocy, wiec zacznijmy od podstaw:

=e hm,_,
Oto, gdzie robi sie troche trudniej. Tak na szybko wyglada na to, ze tej funkcji nie mozna
przekonwertowadé, aby pozbyc sie podziatu przez h, ale zwykte zastgpienie kilku wartosci w poblizu 0
sugeruje, ze moze istnie¢ ograniczenie. Z silniejszg definicjg limitu (zwang "limit"). epsilon delta "),
mozna pokaza¢, ze ostatni limit tutaj zbiega sie w kierunku 1. Numerycznie, mozesz sprawdzi¢, czy tak
jest, probujac bardzo matych wartosci. Implikacja tego jest nastepujaca:




Co wiecej, dzieki wtasciwosciom pochodnych, ktére zostang wkrétce rozwigzane, mozesz rowniez
powiedzie¢, ze ogdlnie dla kazdej mocy a, posiada:

T = ln(a)e"

Radzenie sobie z pochodnymi funkcji trygonometrycznych to zupetnie inna bestia. Podstawowe pojecie
ograniczen jest fatwe; to mate sztuczki, ktére musisz wykonac, aby uwolni¢ réwnanie nonsensu, takie
jak podziaty o 0, ktdre utrudniajg. Aby zilustrowaé dziatanie pochodnych funkcji sinusoidalnych,
wybratem podejscie geometryczne, poniewaz rozwigzywanie tych funkcji w sposéb algebraiczny moze
by¢ trudne. Sztukg jest zrobi¢ maty szkic i zobaczyé, jakie relacje istniejg. Na przyktad narysuj okrag z
nastepujgcymi punktami: pochodzenie, o; punkt grzechu (x), p; i punkt grzechu (x + h), g. Nastepnie
zdefiniuj punkt a jako wewnetrzny rég trojkata prostokatnego utworzonego przez p i g, jak pokazano
na rysunku 9. Z matematycznego punktu widzenia masz nastepujace:

d(sin(x)) “lim, sin(x)—sin(x—h)
dx h
__99
~arc pg
- 99
Pq
= cos(x)

To dosé trudny akt zonglerski. W radianach dtugosc¢ tuku kota jednostkowego odpowiada wartosci kata.
Dlatego koto jednostkowe ma obwdéd 21, co stanowi 360 stopni. To powinno wyjasni¢ pierwszg / druga
linie. W trzecim wierszu dokonuje sie przyblizenia. Logika w tym punkcie jest taka, ze gdy h dazy do 0,
tuk pg bedzie zmierzaé w kierunku linii prostej. Zasadniczo, jesli powiekszysz nieskoiczonos¢ na
okregu, pojawi sie ona jak linia prosta. Jest tak dlatego, ze w dawnych czasach wierzyli, ze Ziemia jest
ptaska i nie jest sferyczna (oczywiscie z niewielka presjg biblijng). Dwie ostatnie linie zasadniczo
zawierajg definicje kosinusa i samego siebie; w tym momencie jest to tylko definicja.

Pochodne w 3D i poza
Do tej pory widziates funkcje, ktore zajmuja sie tylko jedng zmienng, a wiec byly réwnaniami, ktére
mozna uznac za funkcje 2D. Mogtes pomysle¢, ze to dziwne, ze tytut tego rozdziatu to "Przyspieszony



rachunek wektorowy dla niewtajemniczonych"; céz, nie zastanawiaj sie dtuzej. Wszystkie poprzednie
réwnania mozna zapisac jako wektory, co czyni to znacznie prostszym w manipulowaniu réwnaniem o
wyzszych wymiarach. Po zrozumieniu pojecia pochodnych 2D jednym z najprostszych poje¢ do
zrozumienia jest pojecie pochodnych czgstkowych. Ideg stojacg za nimi jest zastosowanie pochodnej
do catej funkcji wzgledem danej zmiennej. Innymi stowy, jesli masz funkcje f (x, y, z), pochodna
czastkowa rozrdznitaby funkcje dla x, biorgc pod uwage wszystkie pozostate zmienne jako state.
Nastepnie zrobitoby to samo dla y i z. (Nie rdézni sie to zbytnio od tego, co widzieliScie wczesnie;j.)
Matematycznie mozna powiedzie¢ o pochodnych czgstkowych:

f(x]—f(l_h)1h2<0 "IN 0, b0

d—xr hi—s0 h h i+ j

W skrdécie, musisz wygenerowaé h tak, ze i-ten skfadnik jest réwny h, a wszystkie pozostate
komponenty rowne 0. Jako przyktad zilustrowany na rysunku 10:

j(Ly):lf—EnJ
d(f(x.y))
dx

=4x=2y
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W jaki sposéb pomaga to rozszerzyé wszystko na 3D? Céz, w 2D, pochodna reprezentuje linie styczng
w punkcie x. W 3D pochodna, ktéra przyjmuje dwie zmienne i wyprowadza jedng, powinna logicznie
uzyskac¢ styczng ptaszczyzne do powierzchni opisanej przez funkcje, jak pokazano na rysunku 11.
Logicznie rzecz biorgc, pochodna x powinna przedstawia¢ nachylenie x; Podobnie pochodna i
nachylenie w y. W konsekwencji nachylenie <x, y, z> dla ptaszczyzny stycznej mozna zapisac¢ za pomoca
pochodnych czgstkowych w nastepujgcy sposob:

&) #(x) o)
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By¢ moze zastanawiasz sie, w jaki sposéb mozesz obliczy¢ normalny wektor tej powierzchni, jesli w
réwnaniu nie ma z, ale tak naprawde jest z. Jesli wezmiemy przyktad z rysunku 11, réwnanie f (x, y) =
2x2 + 2y2 jest tak naprawde to samo co z = 2x% + 2y2 lub 0 = 2x? + 2y~ z, co oznacza, ze normalny wektor
bytby w rzeczywistosci <4x, 4y,-1>. Obliczanie normalnego wektora moze by¢ bardzo przydatne, gdy
przychodzi czas, aby oswietli¢ swojg scene. Jest to czesto okreslane jako gradient funkcji. Mozesz
mysle¢ o gradiencie jako nachyleniu powigzanym z kazdym komponentem. Aby okresli¢ réwnanie
ptaszczyzny w tym miejscu, mozesz po prostu zastgpié¢ punkt, ktéry znasz na ptaszczyznie (np. X) w
réwnaniu samolotu. W skrécie, otrzymujesz nastepujgce informacje:

. df’(:;,fn) PR £ ACAS) R

Z= f{xm.]’u &y ]

Whikliwa osoba rowniez wymyslitaby, ze jest to rownanie ptaszczyzny uzywajacej kwaternionu lub, jesli
wolisz patrze¢ w ten sposdb na wektor i przesuniecie. Rzeczywiscie mozna tu wyrazi¢ réwnanie
ptaszczyzny stycznej za pomocy kwaternionu. Jak sie okazuje, gradient jest normalny, ktéry
reprezentuje normalny wektor do ptaszczyzny. Rdwnanie to nie powinno dziwi¢, poniewaz jest bardzo
zblizone do réwnania linii stycznej, ktéra jest podana ponize;j:

df (xn-.}’ﬂ)
dx

y=f(x)+ (x—2xy)

Co sie stanie, jesli rownanie nie zostanie odwzorowane na jedng rzeczywistg liczbe? Na przyktad
zatézmy, ze chcesz obliczy¢ pochodng obrotu. Rotacja odwzorowuje wspotrzedne na inng wspotrzedng,
a nie na pojedynczg wartosé. Jednym z rozwigzan jest zredukowanie go do postaci parametrycznej i
zrobienie tego z tego miejsca. Tutaj, po prostu zapewniam lepszy sposdb reprezentowania tego
wszystkiego, uzywajac znanej notacji macierzy. Jesli twoja funkcja ma réwnania parametryczne,
ponizsza macierz pomoze ci obliczy¢ pochodna:
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dah(x) . dh(x)
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Dla kazdej transformacji liniowej jest to niezwykle proste, poniewaz transformacja liniowa moze by¢
zapisana w postaci macierzy Ax. Jesli obliczysz pochodng tego, x = <1, ... 1>, wiec odpowiedz jest A.
Mozesz takze obliczy¢ pochodng dla bardziej ztozonych transformacji, jak pokazano w nastepujgcym
przyktadzie:

flx,y)= {2}.‘ +3y, 23‘3}‘}

n(.f.(:x._}J)):Ff{‘rv.}"} f'[xjj,-}

dx dy
Fd 2x+3y d23'+3yq
dx dy
| 24y 2%y
a==r gz
i dx dy

__ 2 3
- dxy 2x°

Wiasciwosci i reguty pochodnej

Podobnie jak limit, pochodna ma rdéwniez zestaw witasciwosci, ktére mozna wykorzystaé do
uproszczenia zadania. Niektére sg oczywiste, inne nie. Wszystkie s3 manipulacjami algebraicznymi, co
oznacza, ze ich dowody sg w wiekszosci przypadkédw nudne i czasami mogg by¢ nieprzyjemne,
poniewaz uzywajg witasciwej definicji limitu w zakresie delty epsilon, co nie jest uzyteczne dla gry i tak.
Z drugiej strony, te wtasciwosci sg do$¢ wazne i przydatne do rozwigzywania rownan, ktére zazwyczaj
sg trudne do obliczenia, wiec przejdzmy do nich.

Reguta tanicucha

Pierwsza z nich jest powszechnie nazywana regutg faricuchows i jest niezwykle uzyteczna, poniewaz
pozwala na obliczanie réwnan w innych réwnaniach. Kombinacja réwnania w réwnaniu jest zapisana
za pomoca pustej kropki, jak pokazano tutaj:

f(g(x))=(f-g)(x)

Reguta tancuchowa stwierdza, ze pochodna potgczonego réownania jest réwna pochodnej funkcji
pomnozonej przez pochodng jej funkcji wewnetrznej. Matematycznie wyraza sie to nastepujaco:



D(f<g)(x)=Df(g(x))Dg(x)

To moze wydawac sie nieco skomplikowane, wiec spdjrzmy na wersje 2D tej funkcji:

d(2(=4x)" +3) g(—ax
(fog)(x)= (2(—4x)"+ ]_f( 4x)

dx dx
- (-163)- (4
= 04x

Brzmi to dos¢ przerazajgco, ale jak widac, nie jest tak zle. Mozesz to sprawdzi¢ rzeczywiscie prawidtowe
rozwigzanie, najpierw zastepujgc g na f, a nastepnie obliczajgc pochodng stamtad. Powinienes
otrzymad doktadnie to samo rozwigzanie.

Reguta iloczynu

Reguta taricucha moze pomdc rozwigzaé wiele problemow, ale nie wszystkie. Zastanéw sie, jak
znajdziecie pochodng produktu funkcji. Reguta taricucha nie moze ci pomdc tutaj; chyba ze funkcje
mozna tatwo wyrazi¢ w jednym z innych typdw instrumentéw pochodnych, trudno bedzie rozwigzac
ten problem. To oczywiscie wymaga reguty, ktéra moze pomdc w ustaleniu produktu dwéch funkgcji.
Na szczescie taka reguta istnieje: zasada produktu. Matematycznie reguta ta wyraza sie nastepujgco:

D(f(x)-g(x))=D(f(x))g(x)+/(x)D(g(x))

Aby to zrozumieé, spdjrz na nastepujace:

f(x)=2x"+3
g(x):—-’-lx
d((2x ;j)(—ah}) _ d@;”) (e (2 3) 25
= (4x)(—4x)+(2x" +3)(—4)
==16x" =8x" =12
==24x" =12

Zasadniczo reguta taricucha upraszcza twoje zycie. Jednym ze sposobdw podejscia do problemu bytoby
obliczenie koncowego réwnania. Zatézmy na przyktad, ze masz dwa rdwnania: jeden do
wygenerowania terenu i drugi do przettumaczenia terenu. Drugie réwnanie jest w rzeczywistosci
funkcja funkcji, a zatem idealnie pasuje do reguty tancucha. Rownanie terenu to f (x), a translacja



bedzie g (x), ktdra jest ostatnig transformacjg zastosowang. Oczywiscie mozesz zastosowac ten pomyst
rekursywnie. Tak wiec, jesli miates transformacje skalowania

Reguta llorazu
Ostatnig wazng witasciwoscia, ktdrg mozina wykorzystaé, jest regufa ilorazu. Jest to wyrazone w
nastepujgcy sposob:

Poniewaz reguta fancucha i reguta iloczynu zostaty wyjasnione tylko w kontekscie 2D funkcje, a
poniewaz reguta produktu jest podobna do reguty ilorazu, uzyjmy przyktadu w wyzszym wymiarze
tutaj:

j'(x!y?:} :x?' _|_}f.3‘- _|_Z}‘:

g(x,y,z)=3x" -1

-j'(x,y)z:] - g{xq’,:)D{f{x.y,:))—f(,r:y,z) Dg(x,y,z)
g(xyz) | g’ (x,5,2)
(35" =1){2x,2y,2z) = (x* + y* + 27 ){6x,0,0)
(3x* 1)’

({jxs —2,1'—(52 -|—yz + zz)ﬁx,ﬁyx: —2y,6zx’ —22}

D

=
by

(3x* -1)’
- {:—Zx—ﬂx_v: —6xz”,6yx" =2y, 62zx° —2::>
(3x* 1)’

Tam to masz. Nie najtadniejsze réwnanie, na ktdre mozna liczy¢, ale to wszystko sprowadza sie do. Te
trzy wazne wiasciwosci w potgczeniu z kilkoma podstawowymi pochodnymi powinny pomdc w
rozwigzaniu wiekszosci probleméw zwigzanych z rachunkami, ktére napotkasz podczas
programowania gier. Rozwaz te zasady jako skréty podczas obliczania pochodnej réwnania. Nie
zapomnij przyjrze¢ sie Dodatkowi C dla innego zestawu ciekawych pochodnych, ktére pomogg ci
rozwigzaé rozne problemy. Z drugiej strony, jesli masz kopie klonu pod reka, zawsze mozesz przejs¢ do
tego, aby uzyska¢ pochodne podstawowych réwnan.

Rozwigzywanie problemdéw za pomoca funkcji 3D i poza nig
Widzieliscie, ze pochodna reprezentuje styczng hiperptaszczyzne na funkcji. Jak to sie ma do

programowania gier? Pochodna jest narzedziem, za pomocag ktérego mozna rozwigzywaé bardziej
ztozone problemy, poniewaz umozliwia obliczanie miniméw i maksiméw. (Te dwa zbiory



wspotrzednych okresla sie jako ekstrema.) Bedziesz mie¢ wiele okazji do korzystania z rachunku
rézniczkowego w dalszej czesci, wiec przyjrzyjmy sie, jak to zrobi¢. Zacznijmy od funkcji 2D przed
przejsciem na wyzsze poziomy. Rozwazmy prosty wykres 2D - powiedzmy, wielomian y = 2x2. Co jest
specjalnego w minimum na tej krzywej? Po pierwsze, jest to najnizszy punkt, ale naprawde
interesujgcym faktem jest to, ze linia styczna w tym miejscu jest pozioma. Z technicznego punktu
widzenia oznacza to, ze nachylenie wynosi 0, i kurtka, wiesz jak obliczy¢ nachylenie! Rozwigzujac
réwnanie y = 2x%, znajdziesz nastepujace:

y=2x
y’=4x

0=4x

x=0

Przekonasz sie, ze maksimum znajduje sie w punkcie x = 0, co dodatkowo potwierdza wykres. W
rzeczywistos$ci wykres na rysunku 5 jest nieco podobny do tego, ktéry zostat tutaj wygenerowany.
Zwrdc uwage, ze ttumaczenie w y nie zmienia pozycji najnizszego punktu na x. To jest $wietne, ale moze
by¢ dosé nieprzyjemne. Aby to zilustrowac, zatézmy, ze masz wielomian z dos¢ wysokim stopniem. Po
obliczeniu pochodnej nalezy rozwigzac jej zera. Zatézmy na przyktad, ze masz bardziej ztozone
rownanie, takie jak funkcja cosinus, w ktérej nie jest jasne, czy nachylenie zerowe jest wartoscig
maksymalng czy minimalng. Oba majg nachylenie rdwne 0, wiec potrzebujesz jakiego$ sposobu
rozréznienia miedzy nimi. Nie powinno to by¢ zbyt trudne, jesli spojrzysz na wykres derywatywny, jak
pokazano na rysunku 12. Tam, zauwaz, ze od lewej do prawej warto$¢ zmienia sie z dodatniej na
ujemna, gdy masz maksimum i odwrotnie, gdy mie¢ min. Jeszcze bardziej atrakcyjng wtasciwoscig jest
to, ze linia styczna co najmniej jest taka, ze nachylenie linii stycznej jest wieksze niz 0. Odwrotnie, dla
linii stycznej ma nachylenie mniejsze niz 0. W zwigzku z tym mozna wywnioskowaé z tego, ze
nastepujgce witasciwosci posiada:

< () lokal ini
£(x)=0, then f "(x) = okalne minimum

= () lokalne maksimum
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Zasadniczo patrzysz na pochodng pochodnej, potocznie zwang pochodng drugiego rzedu. Mozna go
traktowad jako funkcje nachylenia funkcji nachylenia funkcji. Jesli wolisz, mozesz po prostu spojrze¢ na



to jako przyspieszenie oryginalnej funkcji. Innym sposobem patrzenia na to jest zmiana zmiany
zmiennej. W przypadku samochodu bytoby to przyspieszenie, ktdre jest tak naprawde predkoscig
zmiany predkosci lub, bardziej precyzyjnie, szybkosci zmiany tempa zmiany pozycji. Co sie stanie, jesli
pochodna drugiego rzedu wynosi 0? Czy powinno to by¢ maksimum, minimum, czy co$ innego? Mozesz
to zaobserwowac za pomoca réwnania f (x) = x3; dzieje sie to przy x = 0, pokazanym na rysunku 13. Ta
lokalizacja nazywa sie punktem przegiecia, i jest to doktadny punkt, w ktérym nachylenie zmienia sie z
dodatniego na ujemne. Wynika to z faktu, ze przyspieszenie jest réwne 0.

B_
41
CT T 1T T 1T 11 G_ [ N I N N N B B |
=2 =1 gl 1 2
X
4]
g

Jako przyktad rozwaz przypadek, w ktérym chcesz znalezé minimum funkcji - na przyktad, aby
zoptymalizowac wykorzystanie gotéwki Al SimCity:

f(x, y} =x*+3y" +2xy
D(f(x.y))=[2x+2y 2x+6y]
D(/(0,0))=[x+y x+3y]

x+y=0
x+3y=0

1 1'&ﬂ_r"
1 3lly]

0
1 o][x] [0]
o 1ly] [0

=
—

[d(2x+2y) d(2x+2y)

‘ ~ dx dy
D(D(f (ij)}}_ d(21+6_1"] d(zxq-ﬁ};]
dx dy
2 2
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Pochodne drugiego rzedu sg wszystkie dodatnie, a macierz jest dominujgca po skosie (to jest, terminy
na przekatnej {2, 6} sg wieksze niz pozostate terminy w tym samym wierszu i kolumnie), a wiec punkt
<0, 0 > jest maksimum. (Mozesz jednak zapomnieé o tym opisie, poniewaz wkrdtce otrzymasz lepszy.)
Wyciggnatem szybko i poszedtem prosto do 3D, aby pokazaé, ze koncepcja obejmuje takze 3D.
Jedynym haczykiem, kiedy to robisz, jest to, ze mozesz szybko uzyska¢ wiele réwnan. Przy kazdym
przejsciu mnozymy liczbe réwnan przez liczbe zmiennych, dzieki czemu wszystko moze szybko
wymkna¢ sie spod kontroli, ale dziata. Jest to dobry przyktad, gdy matryca matrycy moze by¢ uzyteczna.
Niestety, wizualna reprezentacja takiej koncepcji nie jest bardzo dobra na papierze. Jakos co$ wyglada
nie tak w ostatnim réwnaniu. Podczas ostatniego kroku otrzymujesz cztery réwnania (z powodu
macierzy 2x2), ale test, ktdry posiadasz dla maksimum / minimum, ma zastosowanie tylko do
pojedynczej rzeczywistej wartosci. Aby poprawnie ukonczyé problem, musisz obliczy¢ macierz
heskiego. W skrdcie, te same reguty réznicowania, ktére wczesniej stosowano, ale sposéb obliczania
rzeczywistej liczby pochodnej drugiego rzedu jest inny. Ta sama logika oznacza, ze macierz jest
okreslona pozytywnie. Mozesz napisac po hebrajsku w nastepujacy sposdb:

d'f dif ]
. 1 dx’  dydx || by
JUCSIORET TR Bl
dxdy  dy’

0ooo0. Nic dziwnego, ze nie rozszerzytem tego w rozdziale 3! Jest wiele matematycznych tto za tym, co
nie jest konieczne do naszych celéw, ale w skrdcie, macie na uwadze tylko matryce, poniewaz to ona
dyktuje znak. Rozwazmy tylko macierz hessjanska . Jest to zdecydowanie okreslone, jesli

a b
c d

detH=ad =bc =10

H=

Tak wiec, jesli wrdcisz do przyktadu, 2 6 - 2 2> 0, mozesz powiedzie¢, ze macierz jest dodatnia. W
zwigzku z tym mozesz réwniez powiedzie¢, ze <0, 0> jest maksymalne, poniewaz a> 0. Jesli <0, oznacza
to minimalne. By¢ moze teraz rozumiesz, dlaczego macie dominujgca diagonalnie matryce, ze macierz
jest pozytywnie okreslona. Wyposazony w te wiedze, bedziesz w stanie znalez¢ szczyt gory w terenie.
Tylko pamietaj (i pamietaj tez o swojej sztucznej inteligencji), ze jest to strategiczne miejsce dla niemal
kazdej gry opartej na zotnierzach.

Klasa funkgji

Funkcje mozna kategoryzowa¢ w klasach. Funkcja klasy C° jest funkcja, z ktéra koricza sie korice kazdej
czesci. Jesli wolisz, jest to funkcja ciggta. Podobnie funkcja klasy C? jest funkcja, ktérej pochodna jest
ciggta, i tak dalej, i tak dalej. Przez rozszerzenie mozna zdefiniowac funkcje klasy C", dla ktérej n-ta
pochodna jest ciagta.

Odwrotnos¢ : catkowanie

Kiedy patrzysz na funkcje, dobrze jest spojrze¢ na jej odwrotnos¢ - w tym przypadku catke funkgcji.
Odwrotnosé, jak zawsze, jest bestig, z ktdrg nalezy sie liczyé. Catka jest rzeczywiscie odwrotnosciag
pochodnej. Geometrycznie pochodng jest nachylenie lub chwilowa predkosé¢ nachylenia w danej
lokalizacji. Odwrotnie, catka jest geometrycznie zdefiniowana jako obszar pod krzywa. Na przyktad,



jesli masz funkcje, ktéra dawata ci predkosé w funkcji czasu, mozesz obliczy¢ przyspieszenie, réznicujac
réwnanie, ale mozesz takze obliczy¢ catkowity dystans poprzez catkowanie.

Numeryczne obliczanie catek

Obliczenie catki moze by¢ dos¢ trudne, gtéwnie dlatego, ze moze to zrobi¢ krzywizna stac sie dos¢
skomplikowanym. Moze sie réwniez zdarzyé, ze po prostu nie masz petnego zestawu wartosci. Na
przyktad pomysl o grze wyscigowej. Jestes w skradzionym samochodzie, ktéry ztopie gaz tak szybko,
jak Homer zuzywa paczki. Musisz $ledzi¢ zuzycie gazu, ale wszystko, co masz, to ilos¢ gazu, ktérg spalasz
jako funkcje przebiegu i predkosci. To oczywiscie wymaga zintegrowania stawki. Zacznijmy od
podejscia numerycznego. Zatézmy, ze otrzymates krzywg i chcesz obliczy¢ obszar pod krzywa:

_,f'{x} =2x

Area = f(x JAx

Aby obliczy¢ obszar, mozna podzieli¢ krzywa na n prostokatéw, kazdy o szerokosci delta x i wysokosci
takiej, ze osigga on wierzchotek krzywej. Stamtgd zsumujesz obszar prostokgtow. Oczywiscie jest to
przyblizenie, poniewaz jesli zdecydujesz sie uzy¢ tylko dwdch prostokatow, twoje przyblizenie nie
bedzie zbyt dobre. Z drugiej strony, jesli uzywatbys wielu prostokatéw, uzyskatbys catkiem doktadny
wynik. (I tak, jesli myslisz w kategoriach ograniczen i pozwalasz dazy¢ do nieskoriczonosci, masz
analityczne rozwigzanie dla catki.) Zanim przyjrzymy sie rozwigzaniom analitycznym, udoskonalmy
rozwigzanie numeryczne, poniewaz nie wszystkie funkcje moga by¢ analitycznie obliczone, a poniewaz
jest duzo pracy, mozesz wykonac¢ numeracje, aby poprawic przyblizenie. Jednym z najtatwiejszych do
zrozumienia i obliczenia jest suma trapezéw. Kluczem do sumy trapezowej jest krawedz, dla ktorej
wybierasz wysokos¢ prostokata. Jesli wybierzesz prawg krawedz, ktora bedzie wysokoscig poziomg,
mozesz uzyskac wyzszg wartosc niz w przypadku wyboru lewej krawedzi i na odwrét. Tak wiec sztuczka
polega na obliczeniu $redniej z dwdch. Matematycznie, co nastepuje:

Suma Riemanna = Pole =% i‘j(}(f )A;::+ Zj(x
i=i i=l

To nie jest zty pomyst, ale prosty. Na przyktad obliczyé obszar funkcji 1 / t przy n = 10 i zakresie [1, 2].
Poniewaz masz 10 interwatow, kazdy bedzie miat szerokos¢ 0,1. Obliczenie sumy dla lewej (Rysunek
14), prawej (Rysunek 15) i $redniej krawedzi (Rysunek 16) daje:

Lewy Brzeg - ]+L+L _|__
1.1 1.2

Prawy Brze = L+L +—+— 0.1 =06688
1.1 1.2 1.9 2_

I
Pole Trapezoidu = E{{l? 188+ '[].f)f)ﬁ?ﬁ)

=0.6938
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Jak widaé, w zaleznosci od funkcji, metoda lewa lub prawa bedzie generalnie przeceniania, co oznacza,
ze dajesz wiecej gazu graczowi, niz naprawde potrzebuje. Inng wartosciowg metodg jest suma
Riemanna (zwana réwniez metoda punktu Srodkowego), ktdra przyjmuje inne podejscie. Zamiast
usredniania (lub obliczania obszaru trapezu), wybiera srodek przedziatu, jak pokazano na rys. 7.17, i
rozcigga sie o potowe odstepu po lewej i prawej stronie, zmniejszajgc w ten sposob odpowiedni lewy i
prawy bfad o co najmniej potowe . Dla tej techniki obliczanie obszaru jest réwniez bardzo proste. Majac
na uwadze ten sam przyktad, obowigzuje:
}J.l = ().6928

Pole Obszaru 1 | 1 1
$rodkowego + L +
g 1.05 1.15 1.85 1.95
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Ta metoda, z drugiej strony, nie docenia, co oznacza, ze faktycznie oszukujesz gracza z gazu bez jego
wiedzy. Kiedy sie zorientuje, z pewnoscig bedzie chciat do ciebie wrdci¢. Czy to jest najlepsze, co
mozemy zrobi¢? Nie do konca. Jedng z najbardziej doktadnych numerycznie metod jest metoda
Simpsona. Doktadna analiza tych dwdch metod pokaze, ze metoda trapezoidalna jest generalnie dwa
razy mniej doktadna od sumy Riemanna, ale z przeciwnym znakiem od "prawdziwej" wartosci. Oznacza
to, ze gdy jeden przecenia, drugi nie docenia. Jest to interesujace, poniewaz mozna ponownie uzy¢
metody punktu srodkowego, po prostu usredniajgc dwie metody. Poniewaz trapez jest zwykle okoto
dwa razy mniej dokfadny, jednak wykonuje sie srednig wazong, przypisujgc dwukrotno$¢ waznosci
innej metody w poréwnaniu do metody trapezoidalnej. W sumie obowigzuje nastepujgca formuta:

Pole Simpsona = 2 Punkty Srodkowe + Trapezoid / 3

Zauwaz réwniez, ze obszar jest podpisany. Jesli przejdziesz pod osig poziomg, zbierzesz ujemny obszar,
podczas gdy przeciwnie zbierzesz dodatni obszar. Jest to wtasciwie pozgdany efekt, poniewaz mozna
tatwo obliczy¢ obszar pod dwiema krzywymi, po prostu odejmujgc podpisany obszar miedzy dwiema
krzywymi - cos, czego nie mozna zrobié bez podpisanego obszaru. Z drugiej strony, jesli naprawde
patrzysz na obszar bez znakdw, nic nie powstrzyma Cie przed wprowadzeniem wartos$ci bezwzglednej.

Analityczne catki

Odwracanie réwnania moze stac sie bardzo nieprzyjemne, jesli myslisz o potgczeniu reguta taricucha,
reguta produktu i podobne funkcje. Podobnie integracja moze stac sie koszmar. Jesli mozesz zrobié to
numerycznie, zréb to; jesdli potrzebujesz rozwigzania analitycznego do celéw czasu rzeczywistego,
czytaj dalej. Jesli mozesz wymysli¢ rdwnanie analityczne, ktdre precyzyjnie okresla ilo$é uzytego gazu,
mozesz zintegrowac funkcje catkowq i catkowicie zapomnieé o obliczaniu catkowitego zuzycia gazu za
pomocg prébek. Catka jest przeciwpochodna (odwrotna). Zatéimy, ze wykreslites funkcje i jej
pochodng. Na drugim wykresie (pochodna) wysokos¢ przedstawia nachylenie w tej wiasnie lokalizacji.
Poniewaz ten wykres daje predkos¢, wiesz, ze przez nieskoriczenie maty okres czasu, skumulowates te
predkos¢ razy dtuzszy czas, niz bytes w tej pozycji. Geometrycznie to tylko obliczanie obszaru.
Poprzednio funkcja obliczania powierzchni byta podana w postaci skonczonej liczby elementéw, ale
mozna jg réwniez zdefiniowac za pomoca limitu. Z t3 notacja mozna zdefiniowac catke w nastepujacy
sposdb:

n=l

Jr(x)=tim,.. 375



Pasek krzywej przed f (x) jest symbolem uzywanym do przedstawienia catki funkcji f (x). Poprzednio
widzieliscie granice jako prostg funkcje; teraz widzisz to jako nieskoriczong funkcje. Nie musisz jednak
iS¢ tg Sciezka. Zamiast tego, jesli po prostu myslisz o catce jako odwrotnosci pochodnej, mozesz
rozwigza¢ wiele problemdw. Jest jeszcze jedna rzecz, na ktdrg trzeba uwazacé: Poprzednio, kiedy
obliczano pochodng funkcji, nie zatrzymywano informacji o zadnym punkcie na linii stycznej.
Zachowates tylko jego zbocze. Staje sie to problemem, gdy sie odwrdcisz, poniewaz oznacza to, ze kiedy
integrujesz funkcje, potrzebujesz wiecej informacji w celu przywrécenia réwnania. Ponizszy przyktad
ilustruje ten punkt:

f{x}z X +1
f(x)=3x7
jf (x)=x"

Zauwaz, ze stracilismy informacje na +1. Jedyny sposéb na przywrdcenie informacji to, co zostato
utracone, to mie¢ warunek poczatkowy, ktéry moze pomdc w podtgczeniu wartosci do réwnania i
rozwigzaniu go. Na przyktad, jesli wiesz, ze f (0) = 1, mozesz tatwo zrekonstruowac réwnanie. Poniewaz
catki sg zdefiniowane jako ograniczenia, wiasciwosci limitéw funkcji ciggtej oznaczajg catki. W ten
sposdb proces dodawania catek, podobnie jak w przypadku pochodnych, mozna tatwo podzieli¢ na
czesci i pomnozy¢ przez state. Jak juz wspomniano wczesniej, jesli chcesz uzy¢ catki do obliczenia
obszaru pod dwiema krzywymi, nie potrzebujesz statej, poniewaz ona sie skasuje. Zauwaz:

Ta notacja, ktéra zasadniczo stwierdza, ze catka jest obliczana z przedziatem [a, b], to jest to, czego
bedziesz uzywat przez wiekszos¢ czasu w odniesieniu do catek. Jesli utatwi ci to zycie, mozesz podzieli¢
swojg integracje na wiele mniejszych elementéw. Jesli, na przyktad, funkcja zostata zdefiniowana w
sposdb czesciowy, mozna obliczyé catke na pierwszym kawatku i catke na drugim elemencie, kazdy z
wiasnym zestawem zakresow, i bytby to odpowiednik obliczenia wszystkiego w jednej catce dla catego
zakresu (z wyjgtkiem sytuacji, gdy krzywa zostata zdefiniowana w sposdb czesciowy, w takim
przypadku nalezy podzieli¢ krzywa w gore).

Metoda Intuicyjna

"Metoda intuicyjna" to dos¢ wymyslna nazwa stowa "zgadnij". Za pomocg tej techniki mozna
intuicyjnie znalezé rownanie z wiedzg o pochodnej zestawu funkcji. Oto przyktad:

Jxl' \fmdx

Pierwszg rzecza, ktdéra powinna przyjs¢ do gtowy jest to, ze potega x wewnatrz pierwiastka
kwadratowego jest tylko o jeden stopien mniejsza niz potega wewnatrz pierwiastka kwadratowego.
Jest to dobra wskazéwka, ze prawdopodobnie pochodzi z reguty produktu. Aby odtworzyé wstepne
rownanie z myslg o tym, musisz po prostu znalez¢ rownanie, ktére po wyprowadzeniu bedzie réwne
temu, co masz na gérze. Kontynuujmy:



Nie do konca, ale zaczyna wygladac¢ troche jak poprzednie rdwnanie. Potega jest oczywiscie btedna,
wiec pierwszym krokiem bytoby to naprawié. Jesli myslisz odwrotnie, potrzebujesz potegi 3/2, abys
mogt uzyskad potege 1/2, kiedy wyprowadzasz. Podtgczmy i grajmy ponownie:

3
d{x*+3)7 1 . /
—(I - J = 53 4x° (x; + 3)']::
=6x yx'+3

Juz pachnie zwyciestwem. Brakuje réwnania poczatkowego o wspodtczynniku szesé. Wszystko, co
musisz zrobi¢, to doda¢ odwrotnos¢ wielokrotnosci szesciu przed réwnaniem, aby je anulowac:

d—(x*+3)"

]. 3 1 I-':u
6 =——4.r"(x¢+3] -

dx 62

[
=x\Jx +3
jxiw",r4+3dx=l{fx4+3+(_'
)

Rozumiem! Ta metoda jest przyjemna, ale niestety nie jest zbyt bezposrednia; w rezultacie moze
szybko wymkna¢ sie spod kontroli. Na szczescie istniejg inne metody rozwigzywania trudniejszych
catek.

Catkowanie przez podstawienie

Ta metoda jest podobna do tej, ktérg wykonano w poprzedniej sekcji, ale jest nieco bardziej formalna.
Chodzi o to, aby zastgpi¢ wyrazenie innym wyrazeniem. Jesli doktadnie sledzisz wszystko, mozesz uzy¢
metody zgadywania na integralnej i uzyskac tatwiejsze réwnanie do zabawy. Kiedy juz uzyskasz
ostateczne rozwigzanie, mozesz po prostu ponownie zastgpi¢ rdwnania i gotowe. Jedyng trudng
czescig tego jest to, ze musisz $ledzi¢ dx. Przyjrzyjmy sie przyktadowi:

Jtan(x]dx:]j;—((i)}dx



Tu zaczyna sie trudna cze$é. Metoda podstawienia jest w zasadzie metodg odgadywania i sprawdzania
opartg na procesie. Wcigz wymaga pewnego poziomu intuicyjnosci, aby rozwigza¢ réwnanie.
Szczegélnie interesujgca jest tutaj funkcja In. Aby to wykona¢, zamien jak pokazano:

w=cos(x)
i a’(ms(r))
dx
=—sin(x)
dw
tan=|——
=—In M +C

:—Ir1|cc:-s(x]|+C

Oczywiscie zaktada to, ze wiesz, ze pochodna In wynosi 1 ponad x, kiedy ty wiesz, ze gra z
algebraicznoscig staje sie jak butka z mastem. Jak widzisz, jest to w zasadzie ta sama metoda, co metoda
odgadywania i sprawdzania, z wyjgtkiem tego, ze definiujesz funkcje, testujesz jg wzgledem catki, a
kiedy osiggasz punkt, w ktérym masz cos, co jest ci znane, integrujesz je.

Catkowanie przez czesci

Moze by¢ dos¢ trudno odszyfrowa¢ formute, gdy produkt jest zaangazowany w poczatkowej
pochodnej; Bytoby mito mie¢ formute, ktéra moze ci pomdc w takich rzeczach. Jest to idea stojaca za
metodg integracja po czesci. Przestrzegaj nastepujacej logiki:

d(uv)

dx

=u'v+uv’

d (uv)

wy'= ST

dx
a'rw
fur= AU i

= uv—_[u Y

Wyglada to jak zwykty Zonglerka algebraiczna, ale to ostatnie wyrazenie moze ci pomdc rozwigzaé
niektore problemy. Na poczatek pozwala spojrze¢ na problem, patrzagc na mniejszy problem (znany
réwniez jako technika "dziel i rzadz"); oznacza to, ze dzieli on te funkcje na dwa odrebne komponenty
i patrzy na kazda z nich. Jeden ze skfadnikdéw jest uwazany za inng funkcje, podczas gdy drugi jest
uwazany za pochodng funkcji. W zwigzku z tym, bez wzgledu na to, ktérg funkcje okreslisz jako "v"
powinno by¢ dosé tatwe do zintegrowania, poniewaz bedziesz potrzebowac tego w rozszerzeniu. Co
wiecej, jesli u 'jest prostsze niz u, pomoze ci to przy obliczaniu catki. To samo mozna powiedzie¢ov w
strone v '. Aby to zilustrowadé, zmierzymy sie z problemem, ktéry nie jest oczywisty na poczatku:
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W tym przypadku mozna byto uzyé tozsamosci, aby przeksztatci¢ catke w te sama rzecz, ktorej szukates.
Kiedy juz to zrobisz, po prostu pofacz te terminy po jednej stronie rownania. Ogdlnie rzecz biorac,
sztuczka do tego nie jest tak skomplikowana; v musi byé fatwa do zintegrowania i musi by¢ tatwa do
rozréznienia (zazwyczaj nie stanowi to problemu). Wreszcie pomaga, jesli u'v jest tatwa do
zintegrowania. Kluczem jest to, ze jesli mozesz zmniejszy¢ ztozonos¢ catki u'v, mozesz zastosowac te
koncepcje rekurencyjnie, dopdki nie osiggniesz czegos$, co jest na tyle podstawowe, ze mozna je
zintegrowac. Cwiczenie jest tutaj najwazniejsze. Niestety, jest to typ rzeczy, ktérych klon moze nie by¢
w stanie odebra¢, wiec znajomos¢ tych rzeczy moze bardzo pomac.

Podwdjne i potrdjne catki

W 2D catke mozna uzna¢ za podpisany obszar pod krzywa. W 3D obowigzuje ta sama zasada. Kiedy
integrowates sie w regionie [a, b], teraz integrujesz sie z prostokgtnym regionem [a, b]x[c, d]. Ale w
jaki sposéb matematyka obejmuje wyzsze wymiary? Pomyst jest niezwykle prosty. Brzmi doktadnie tak,
jak idea, ze matryca jest wektorem wektora. Jesli chcesz przyblizyé obszar funkcji 3D, mozesz podzieli¢
gtebokos¢ m interwatéw. Nastepnie mozna obliczy¢ powierzchnie krzywej w 2D i pomnozy¢ jg przez
dtugos¢ przedziatu gtebokosci. Suma na tych matych obszarach, a teraz masz podejscie numeryczne.
Zastosuj poprzednig numeryczng metode catkowania, ale zamiast oblicza¢ wysokos¢ funkcji i pomndz
ja przez wielkos¢ przedziatu, obliczyé obszar krzywej (ktory powinienes wiedzie¢, jak obliczaé do tej
pory) i pomnozy¢ przez wielko$¢ przedziatu. Jest to jedynie rozszerzenie. Oto ilustruje to:

Wolumin — gn’ Area (f(x}).iz

:i;‘[‘[f(x}dx)ﬁ:



Skoro m dazy do nieskoriczonosci, co otrzymujesz? Werble. . . Kolejna catka! Wiec koricowe réwnanie
wyglada na co$ podobnego do tego:

b od
_” f(x,y)dydx

Ten rodzaj catki nazywany jest czesto catkg podwdjng, ktdra jest po prostu integralng czescig catki.
(Oczywiscie mozna rozszerzy¢ te koncepcje do 4D i pdzniej, uzywajgc potrdjnych catek i hiper-catek.)
W powyzszym zapisie pierwsza (wewnetrzna) catka jest wykonywana wzgledem y, a nastepnie
nastepuje po x. W przypadku obszaru kwadratowego mozna zamienia¢ zamowienie bez obaw, pod
warunkiem, ze s3 to funkcje ciggte. W rezultacie, niezaleznie od tego, czy zaczynasz od integracji w x
lub y tak naprawde zalezy tylko od tego, ktéra z dwdch catek jest tatwiejsza do obliczenia. WeZmy
prosty przykfad:
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Podwdjne catki w nieprostokatnych regionach

Niektore problemy mogg pojawié sie podczas préby obliczenia catki na obszarach, ktére nie majg
charakteru prostokatnego. Na przyktfad, jesli chcesz obliczy¢ powierzchnie cylindra, prawdopodobnie
bedziesz miat trudnosci z wykorzystaniem technik, ktérych nauczytes sie do tej pory. Jesli juz znasz
obszar plastra na ksztatcie po prostej, mozesz obliczy¢ catke regionu, po prostu sumujac te plastry,
uzywajac catki - czyli uzywajac podwadjnej catki. Na przyktad wiesz, ze obszar kota to 2mr2. Aby obliczyé¢



powierzchnie cylindra, wystarczy zsumowac te przekroje (to jest wiele okregdw, ktére tworzg cylinder)
na wysokosci:
Height

J: 2mridx = 2}1'}’2,‘(]

.fﬂ;-.-g.l'ur

[}
=2mrr® Height = 2mr* ()
= 2nr’ Height

Pomndz obszar kota przez jego wysokos¢ i juz go masz. W fizyce moze by¢ catkiem uzyteczne
powigzanie objetosci obiektu z jego masg wolumetryczng, wiec znajomos¢ objetosci tworzonych
obiektéw moze byé przydatna, nie wspominajgc juz o znajomosci zaawansowanej matematyki, ktérg
mozna zastosowaé do podobnych pojec. Jesli, na przykfad, nie znasz réwnania dla obszaru kota, musisz
wykona¢ jakas prawdziwg prace, aby ustali¢, co to jest. W takim przypadku sztuczka polegataby na
parametryzacji rownania granicy. Kiedy juz to zrobisz, mozesz podtgczy¢ te wartosci / réwnania do
granic integracji. Zobaczmy, jak to sie dzieje w kregu, gdzie mozesz pozwoli¢ x by¢ liniowym i obliczy¢
y jako funkcje x:

2 2 2
x4y =vr

s 2
V=Ar —x

W zwigzku z tym mozesz catkowac w zakresie

[-r, r]x[—u‘frg —x? A= J

Zmienia to granice y, biorgc pod uwage wartos¢ x. Oczywiscie, pierwszy zakres musi by¢ liniowy, aby
uzyskaé wartosc liczbowaq. Pozostate zakresy mogg zalezeé od kazdej poprzedniej wartosci granicznej.
Teraz zakonczmy problem obliczania obszaru kota.
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Pierwszg rzecza, ktdrg powinienes zauwazy¢, jest nowy sposdb obliczania obszaru kota. Tak, mozesz
obliczy¢ powierzchnie okregu za pomocg pojedynczej catki, ale mozesz tez spojrze¢ na nig jako na
podwdjng catke, gdzie wszystkie elementy s matymi "pikselami", jesli chcesz. Zaletg tej metody z
drugiej strony jest to, ze moze ona réwniez tatwo obliczy¢ funkcje w 3D. Na przyktad, aby obliczy¢
obszar kuli, wystarczy zamieni¢ 1 na wartos¢ z. Podsumowujac, ta metodologia jest bardziej religijna
niz cokolwiek innego, wiec wybierz te, ktdrg preferujesz i kontynuuj ja. Idea tego rozdziatu powinna
by¢ teraz jasna. Podczas obliczania obszaru jedna zmienna obejmuje zakresy liniowe, podczas gdy
druga zmienna zalezy od poprzedniej. Podczas obliczania catki oblicza sie jg zgodnie z oczekiwaniami,
zastepujac funkcje y w zintegrowanym. zmienna. Czescig, ktéra moze cie zaskoczyé, jest zastosowana
substytucja. Widziates wczesniej metode podstawiania, ale tutaj wartos¢ nie zostata ponownie
podstawiona. Zamiast tego pasozytniczy r pojawit sie znikad, a ty zachowate$ wszystko, jak jest. W
rzeczywistosci ta etykieta jest metodg mapowania, a nie substytucyjna. Jest to po prostu kolejne
narzedzie do dodania do zestawu narzedzi.

Catkowanie poprzez Odwzorowanie

Jak wspomniano weczesniej, odwzorowanie rézni sie od podstawienia, poniewaz nic nie jest
podstawione z powrotem do réwnania. Na przyktad w ostatnim przyktadzie mapowanie zostato
wykonane z kartezjanskich wspodtrzednych na wspoétrzedne biegunowe. Poniewaz nie planujesz
zastgpi¢, wazne jest, aby spojrze¢ na zmiany, ktére twoje rdwnanie ucierpia podczas tej transformacji.
Pierwszym krokiem do mapowania jest wypisanie parametrycznego réwnania mapowania. Majgc na
uwadze powyzszy przyktad, masz nastepujgce:



W zwigzku z tym, aby transformacja byta wazna, nalezy zmieni¢ catkowanie odpowiednio dostosowac.
Aby to zrobié, mozesz odwrdci¢ odwzorowanie i podtgczy¢ wartosci graniczne, aby zobaczy¢, do czego
majg zostacé ustawione. W naszym konkretnym przypadku mieliémy nastepujace:
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Jak na razie dobrze. Teraz jedyne, co pozostato do wyjasnienia, to fakt, ze pojawit sie pasozytniczy r.
Mapowanie jest w rzeczywistosci funkcjg funkcji. Innymi stowy, funkcja mapowania g (x) na funkc;ji f
(x) to f (g (x)). Rozszerz formute przez caty czas, przeskocz kilka kétek matematycznych, a otrzymasz
nastepujace, gdzie x jest oryginalnym wektorem zmiennym, u jest wektorem mapujgcym, a R jest
obszarem granicy dla integracji z R *, nowy region graniczny do integracji:

Jest to w zasadzie to, co widzieliscie podczas dyskusji na temat pochodnej macierzy (zwanej takze
jakobianinem). Macierz transformacji jest macierzg jakobian, na ktdrg patrzysz. Kontynuujgc przyktad
ustalony do tej pory, masz nastepujgce:
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Teraz, kiedy wrécisz do przyktadu podanego w poprzedniej sekcji, powiniene$ byé w stanie w petni
zrozumieé, co zostato zrobione. Jest to dos¢ potezne narzedzie integracyjne i dotyczy sferycznych
uktadéw wspodtrzednych, mapowania cylindrycznego lub dowolnej innej mapy, ktérg mozesz wymyslic.

Uzywanie catkowania do obliczania dtugosci tuku

Jak mozesz znalez¢ obwdd kota? Jesli zastanawiasz sie nad relacjami miedzy promieniami i okregiem,
zastanow sie nad znalezieniem obwodu elipsy. Obwdd okregu jest w rzeczywistosci dtugoscia tuku, z
ktérego sktada sie okrgg (w rzeczywistosci okrag to tak naprawde tylko tuk). Na szczescie catki moga
by¢ catkiem przydatne, gdy przychodzi czas na obliczenie dtugosci tuku. Zawsze dobrze jest znac
odlegtosci, zwtaszcza gdy mamy do czynienia z sztuczng inteligencjg, ktéra musi znalez¢ optymalne
Sciezki. Pomyst opiera sie na nieskonczonej liczbie odlegtosci. Jesli wycinasz swoje krzywe w zestaw
interwatéw i kumulujesz odlegtosé¢ miedzy dwoma punktami w tych odstepach, uzyskasz dtugosc tuku.
Oto idea stojgca za rysunkiem 18, a ponizej znajduje sie matematyka za nim:
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Jesli twoja funkcja jest zdefiniowana parametrycznie, o wiele tatwiej jg wyrazi¢, jak pokazuje to
ponizsze réwnanie:

Ll

Dlugosé = J-\IIII(X?(I])I +[J,' ’(!}]‘ + [z ’{F})Ecﬁ

Sztuczka do rozwigzania tego problemu polega na zauwazeniu, ze gdy delty stajg sie naprawde mate,
tuk rzeczywiscie wyglada jak linia prosta. Jest to podobne do przyktadu Ziemi wspomnianego wczesniej
w tym rozdziale. Podczas przyblizania mozesz przybliza¢ delta y jako linie prosta, uzywajac nachylenia
delta x i x (czyli réwnania linii). Jak to jest przydatne? Zatéimy, ze chcesz narysowac parabole z
réwnaniem y = x? - 4. Chcesz narysowac te krzywa z zakresem [-10, 10], prébujac zestaw wspdtrzednych
na krzywej i fgczac te wierzchotki z liniami, ale ty chcesz okresli¢, ile probek nalezy pobraé na krzywej,
aby wygladata dobrze. Jesli wezmiesz zbyt mato prébek, twoja krzywa bedzie wygladaé paskudnie;
wziecie zbyt duzej liczby spowoduje niepotrzebne przecigzenie procesora. Jesli znasz dtugos¢ krzywej,
mozesz po prostu z grubsza obliczyé liczbe punktéw, ktére chcesz uzyskaé, i uzyskaé liczbe prébek,
ktore powinienes wykonaé. Na przyktad, powiedzmy, ze chcesz mieé¢ srednig proporcje dwdch
wierzchotkéw na jednostke dtugosci. lle jest potrzebnych wierzchotkéw dla wspomnianej krzywej?
Przejdzmy do matematyki:

1 |I di(x* =4
Diugodé = J\j]-&#dx
X

=10

1
j J1+dxtdx

o
j (144x7) dx

=10

— _ 10
¥v1+4x® arcsinh (Zx)

+
2 4

=202.0946

=10



W tym tempie potrzebujesz 202/2 = 101 prébek, aby uzyskaé¢ wymagang doktadno$é. Teraz mozesz
zobaczy¢, jak skomplikowana moze stac sie taka prosta catosé. Sprobuj sprawdzi¢, czy Sciezka od
poczatku do konca zostata znaleziona



