
aŀǘŜƳŀǘȅƪŀ Řƭŀ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅƪƽǿ 
 

Wprowadzenie 

/ŜƭŜƳ ǘŜƧ ƪǎƛŊȍƪƛ ƧŜǎǘ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŜƴƛŜ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿŜƧ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛ ǇƻǘǊȊŜōƴŜƧ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅƪƻƳΦ 

/ȊȅǘŜƭƴƛƪ ƴƛŜ ǇƻǿƛƴƛŜƴ ōȅŏ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛŜƳ ƛ ƳŀƳȅ ƴŀŘȊƛŜƧťΣ ȍŜ ƻƪŀȍŜ ǎƛť ǇǊȊȅŘŀǘƴȅΦ ¢ȅƭƪƻ 

ǎƱƻǿƻ ƻǎǘǊȊŜȍŜƴƛŀΦ h ƛƭŜ ƴƛŜ ƧŜǎǘŜǏ ƧŜŘƴŊ Ȋ ƛǊȅǘǳƧŊŎȅŎƘ ƳƴƛŜƧǎȊƻǏŎƛΣ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪŀ ƧŜǎǘ ǘǊǳŘƴŀΦ 

bƛŜ Ƴƻȍƴŀ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ŎȊȅǘŀŏ ƪǎƛŊȍƪƛ ƻ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎŜ Ƨŀƪ ǇƻǿƛŜǏŎƛΦ tƻƱŊŎȊŜƴƛŜ ƪƻƳǇǊŜǎƧƛ Ȋ 

ǳȍȅŎƛŜƳ ǳȍȅǘȅŎƘ ǎȅƳōƻƭƛ ƛ ǇǊŜŎȅȊƧƛ ŀǊƎǳƳŜƴǘǳ ŎȊȅƴƛ ǘƻ ƴƛŜƳƻȍƭƛǿȅƳΦ ¢ǊȊŜōŀ ŎȊŀǎǳ ƛ ǿȅǎƛƱƪǳΣ 

ŀōȅ ǊƻȊǎȊȅŦǊƻǿŀŏ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪť ƛ ȊǊƻȊǳƳƛŜŏ ȊƴŀŎȊŜƴƛŜΦ ¢ƻ ǘǊƻŎƘť Ƨŀƪ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿŀƴƛŜΣ ǇƻǘǊȊŜōŀ 

ŎȊŀǎǳΣ ŀōȅ ȊǊƻȊǳƳƛŜŏ Řǳȍƻ ƪƻŘǳ ƛ ƴƛƎŘȅ ƴƛŜ ǿƛŜǎȊΣ Ƨŀƪ Ǉƛǎŀŏ ƪƻŘ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ŎȊȅǘŀƧŊŎ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧť - 

ƳǳǎƛǎȊ ǘƻ ȊǊƻōƛŏΗ aŀǘŜƳŀǘȅƪŀ ƧŜǎǘ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ǘŀƪŀ ǎŀƳŀΣ ƳǳǎƛǎȊ ǘƻ ȊǊƻōƛŏΦ 

I. Liczby 

Defendit nuƳŜǊǳǎΥ bƛŜ Ƴŀ ōŜȊǇƛŜŎȊŜƵǎǘǿŀ ǿ ƭƛŎȊōŀŎƘ 

½ŀŎȊȅƴŀƳȅ ƻŘ ǊƻȊƳƻǿȅ ƻ ƭƛŎȊōŀŎƘΦ aƻȍŜ ǎƛť ǘƻ ǿȅŘŀǿŀŏ ǊŀŎȊŜƧ ŜƭŜƳŜƴǘŀǊƴŜΣ ŀƭŜ ǎǘŀƴƻǿƛ 

ǎŎŜƴť ƛ ǿǇǊƻǿŀŘȊenie do wielu ƴƻǘŀŎƧƛΦ tƻƴŀŘǘƻ ǿƛŜƭŜ Ȋ ǘŜƎƻΣ Ŏƻ ƴŀǎǘťǇǳƧŜΣ ƧŜǎǘ ǿŀȍƴŜ ǿ 

informatyce. 

[ƛŎȊōŀ ŎŀƱƪƻǿƛǘŀ 

Zaczynamy od ȊŀƱƻȍŜƴƛŀΣ ȍŜ ȊƴŀǎȊ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ 

1,2,3,4 ,. . ., 101,102,. . . , n,. . . 232582657 - 1,. . ., 

ƪƛŜŘȅǏ ƴŀȊȅǿŀƴƻ ƭƛŎȊōŀƳƛ ŎŀƱkowitymi dodatnimiΦ ¢ƻ ǘȅƭƪƻ ƭƛŎȊōȅΣ ƪǘƽǊȅŎƘ ǳȍȅǿŀƳȅ Řƻ 

ƭƛŎȊŜƴƛŀΦ 5ƻ ǘȅŎƘ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ŘƻŘŀƧŜƳȅ ȊŜǊƻΣ лΣ ƻƪǊŜǏƭƻƴŜ Ƨŀƪƻ 

0 + dowolna liczba cağkowita  n = 0 + n = n + 0 = n 

YƛŜŘȅ Ƨǳȍ ƳŀƳȅ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ƛ ȊŜǊƻ , matematyŎȅ ǘǿƻǊȊŊ ǳƧŜƳƴŜ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ǇǊȊŜȊ 

zdefiniowanie (-n) jako: 

ƭƛŎȊōŀΣ ƪǘƽǊŀ Ǉƻ ŘƻŘŀƴƛǳ Řƻ ƴ ŘŀƧŜ ȊŜǊƻΣ ǿƛťŎ ƴ Ҍ ό-n) = (-n) + n = 0. 

² ƪƻƵŎǳ ƳŀƳȅ ŘƻǏŏ pisania n + (- n) = 0 i zapisujemy to jako n-n = 0. 

aŀƳȅ ǘŜǊŀȊ ŘƻŘŀǘƴƛŜ ƛ ǳƧŜƳƴŜ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ϑΦ Φ Φ Σ -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4,. . .} 

tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ƧŜǎǘŜǏŎƛŜ ǇǊȊȅȊǿȅŎȊŀƧŜƴƛ Řƻ ŀǊȅǘƳŜǘȅƪƛ Ȋ ƭƛŎȊōŀƳƛ ŎŀƱƪƻǿƛǘȅƳƛΣ ƪǘƽǊŀ 

ǇǊȊŜōƛŜƎŀ ǿŜŘƱǳƎ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ȊŀǎŀŘΦ !ōȅ ōȅŏ ōŜȊǇƛŜŎȊƴȅƳΣ ǿȅǎȊŎȊŜƎƽƭƴƛŀƳȅ ƧŜΣ ǿƛťŎ Řƭŀ ƭƛŎȊō 

ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ŀ i b 

1. a + b = b + a 

2. a Ĭ b = b Ĭ a lub  ab = ba 

3. īa Ĭ b = īab 

пΦ όҍŀύ Ҏ όҍōύ Ґ ŀō 



рΦ !ōȅ ȊŀƻǎȊŎȊťŘȊƛŏ ƳƛŜƧǎŎŜΣ ǇƛǎȊŜƳȅ ŀƪ Ƨŀƪƻ ǎƪǊƽǘ Řƭŀ ǇƻƳƴƻȍƻƴŜƎƻ ǇǊȊŜȊ ǎƛŜōƛŜ ƪ ǊŀȊȅΦ Tak 

ǿƛťŎ о4 Ґ о Ҏ о Ҏ о Ҏ о ƛ н10 = 1024. Uwaga: an Ҏ ŀm = an + m 

сΦ ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƴ0 = 1. 

Czynniki i Liczby Pierwsze 

²ƛŜƭŜ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ǘƻ iloczyny ƻ ƳƴƛŜƧǎȊŜƧ ƭƛŎȊōƛŜ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ н Ҏ о Ҏ т Ґ пнΦ 

¢ǳǘŀƧ нΣ о ƛ т ǎŊ ƴŀȊȅǿŀƴŜ ǿǎǇƽƱczynnikami 42, a ǇƻŘȊƛŀƱ пн ƴŀ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴŜ ǎƪƱŀŘƴƛƪƛ ƧŜǎǘ 

znany jako faktoryzacjaΣ ǊƻȊƪƱŀŘ ƴŀ ŎȊȅƴƴƛƪƛΦ aƻȍŜ ǘƻ ōȅŏ ǘǊǳŘƴŜ ŏǿƛŎȊŜƴƛŜ Řƭŀ ŘǳȍȅŎƘ ƭƛŎȊō 

ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘΣ ǿ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛ ƧŜǎǘ ǘŀƪ ǘǊǳŘƴŜΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǇƻŘǎǘŀǿŊ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ ƳŜǘƻŘ ǿ 

ƪǊȅǇǘƻƎǊŀŦƛƛΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƴƛŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ƳŀƧŊ ŎȊȅƴƴƛƪƛΣ ŀ ƴƛŜ ǘŀƪƛŜΣ Ƨŀƪ ƴǇΦ 

3, 5, 7, 11, 13,. . . 2216091-1. . . 

ǎŊ ȊƴŀƴŜ Ƨŀƪƻ ƭƛŎȊōȅ ǇƛŜǊǿǎȊŜ i jest to ǎǇƻǊŀ ōǊŀƴȍŀ ǎȊǳƪŀƧŊŎŀ ƭƛŎȊō ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ƛ ǎȊȅōƪƛŎƘ 

ǎǇƻǎƻōƽǿ ǊƻȊƪƱŀŘŀƴƛŀ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘΦ !ōȅ ǳȊȅǎƪŀŏ ȊƴŀŎȊƴƛŜ ǿƛťŎŜƧΣ ƳǳǎƛƳȅ ǊƻȊǿŀȍȅŏ 

ǇƻŘȊƛŀƱΣ ƪǘƽǊȅ Řƭŀ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǘǊǳŘƴȅΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƳƻȍŜƳȅ ƳƛŜŏ ǿȅƴƛƪΣ ƪǘƽǊȅ ƴƛŜ 

ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ŎŀƱƪƻǿƛǘŊΦ Dzielenie ƳƻȍŜ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŏ  ǊŜǎȊǘť  

9 = 2 Ĭ 4 + 1 

ŀ ǿƛťŎ ƧŜǏƭƛ ǎǇǊƽōǳƧŜƳȅ ǇƻŘȊƛŜƭƛŏ ф ƴŀ пΣ ǇƻȊƻǎǘŀƴƛŜ ƴŀƳ мΦ 

hƎƽƭƴƛŜ Řƭŀ ŘƻǿƻƭƴȅŎƘ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ŀ ƛ ō 

b = k x a + r 

ƎŘȊƛŜ Ǌ ƧŜǎǘ ǊŜǎȊǘŊΦ WŜǏƭƛ Ǌ ǿȅƴƻǎƛ ȊŜǊƻΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ƳƽǿƛƳȅ ƻ  a dzielonym przez b zapisanych a | 

b. Pojedyncza kreska ǇǊťǘ Ǉƛƻƴƻǿa ǎƱǳȍȅ Řƻ ƻȊƴŀŎȊŜƴƛŀ ǇƻŘȊƛŜƭƴƻǏŎƛΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ н μ мнуΣ т μ 

49, ale 3 nie dzieli ǎƛť ǇǊȊŜȊ 4, symbolicznie 3 ᷅   4. 

Dygresja 

!ōȅ ȊƴŀƭŜȋŏ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧΣ ƳƻȍŜƳȅ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ǎǇǊƽōƻǿŀŏ ǇƻŘȊƛŜƭƛŏ ǇǊzez 

liczby pierwsze, tj. 

нΣ оΣ рΣ тΣ ммΣ мфΣΦ Φ Φ Φ WŜǏƭƛ ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊȊŜȊ ƪΣ ǘƻ ƪ ƧŜǎǘ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛŜƳ ƛ ǇǊƽōǳƧŜƳȅ 

ǇƻƴƻǿƴƛŜΦ YƛŜŘȅ ƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ŘȊƛŜƭƛŏ ǇǊȊŜȊ ƪΣ ōƛŜǊȊŜƳȅ ƴŀǎǘťǇƴŊ ƭƛŎȊōť ǇƛŜǊǿǎȊŊ ƛ 

ƪƻƴǘȅƴǳǳƧŜƳȅΣ ŘƻǇƽƪƛ ƴƛŜ ǇƻȊƻǎǘŀƴƛŜƳȅ ǿ ǎƛƭŜ ǇƛŜǊǿǎȊŜƧΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘΥ 

мΦ нофпκн Ґ ммфт ƴƛŜ Ƴƻȍna ǇƻŘȊƛŜƭƛŏ ǇǊȊŜȊ н ǇƻƴƻǿƴƛŜΣ ǿƛťŎ ǎǇǊƽōǳƧ о 

2. 1197/3 = 399 

оΦ оффκо Ґ моо ƴƛŜ ƳƻȍŜ ǇƻŘȊƛŜƭƛŏ ǇƻƴƻǿƴƛŜ ǇǊȊŜȊ оΣ ǿƛťŎ ǎǇǊƽōǳƧ т όƴƛŜ ǇƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊȊŜȊ рύ 

пΦ мооκт Ґ мфΣ ƪǘƽǊȅ ƧŜǎǘ ǇƛŜǊǿƻǘƴȅΣ ǿƛťŎ нофп Ґ н Ҏ о Ҏ о Ҏ т Ҏ м9 

 

Arytmetyka modularna 



hǇŜǊŀǘƻǊ ƳƻŘΣ ƪǘƽǊy ǎǇƻǘȅƪŀǎȊ ǿ ƧťȊȅƪŀŎƘ ƪƻƳǇǳǘŜǊƻǿȅŎƘΣ ŘŀƧŜ ǊŜǎȊǘť Ǉƻ dzieleniu. Na 

ǇǊȊȅƪƱŀŘΣ 

мΦ нр ƳƻŘ п Ґ мΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ нр ҏ п Ґ с ǇƻȊƻǎǘŀƱo 1. 

2. 19 mod 5 = 4 ǇƻƴƛŜǿŀȍ  мф Ґ о Ҏ р Ҍ пΦ 

3. 24 mod 5 = 4. 

4. 99 mod 11 = 0. 

²ȅǎǘťǇǳƧŊ ǇŜǿƴŜ ƪƻƳǇƭƛƪŀŎƧŜΣ ƎŘȅ ǳȍȅǿŀƴŜ ǎŊ ƭƛŎȊōȅ ǳƧŜƳƴŜΣ ŀƭŜ ȊƛƎƴƻǊǳƧŜƳȅ ƧŜΦ ½ǿǊŀŎŀƳȅ 

ǊƽǿƴƛŜȍ ǳǿŀƎťΣ ȍŜ ŎȊťǎǘƻ ǿȅƴƛƪƛ ǘŜ ǎŊ ȊŀǇƛǎȅǿŀƴŜ ǿ ƴƛŜŎƻ ƛƴƴȅ ǎǇƻǎƽōΣ ǘƧΦ нп Ґ п ƳƻŘ р ƭǳō нм 

= 0 mod 7. co oznacza tylko 24 mod 5 = 4 i 27 mod 7 = 0 

!ǊȅǘƳŜǘȅƪŀ ƳƻŘǳƱƻǿŀ ƧŜǎǘ ŎȊŀǎŀƳƛ ƴŀȊȅǿŀƴŀ ŀǊȅǘƳŜǘȅƪŊ ȊŜƎŀǊŀΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ōƛŜǊȊŜƳȅ нп-

ƎƻŘȊƛƴƴȅ ȊŜƎŀǊΣ ǿƛťŎ ф Ǌŀƴƻ ǘƻ фΦллΣ ŀ ф ǿƛŜŎȊƻǊŜƳ нмΦллΦ WŜǏƭƛ ǊƻȊǇƻŎȊƴť ǇƻŘǊƽȍ ƻ ƎƻŘȊƛƴƛŜ 

лтΦлл ƛ ȊŀƧƳƛŜ ǘƻ нр ƎƻŘȊƛƴΣ ǘƻ ŘƻǘǊť ƻ луΦллΦ aƻȍŜƳȅ ǘƻ ǎƻōƛŜ ǿȅƻōǊŀȊƛŏ Ƨŀƪƻ т Ҍ нр Ґ он ƛ он 

mod 24 = 8. ²ǎȊȅǎǘƪƻΣ Ŏƻ ǊƻōƛƳȅΣ ȊŀŎȊȅƴŀ ǎƛť ƻŘ т ƛ ǇǊȊŜŎƘŀŘȊŀ ǎƛť Ǉƻ нр-godzinnej tarczy 

ȊŜƎŀǊŀΣ ŀȍ ƻǎƛŊƎƴƛŜƳȅ уΦ ½ŀǿǎȊŜ ǳǿŀȍŀƱŜƳΣ ȍŜ ǘƻ ƧŜǎǘ ƪƻƳǇƭŜƪǎ ǇǊȊȅƪƱŀŘΣ ǿƛťŎ ǿŜȋ ǇǊƻǎǘǎȊŊ 

ǿŜǊǎƧťΦ /ȊǘŜǊȅ ƻǎƻōȅ ǎƛŜŘȊŊ ǇǊȊȅ ǎǘƻƭŜ ƛ ŜǘȅƪƛŜǘǳƧŜƳȅ ƛŎƘ ǇƻȊȅŎƧŜ ƻŘ м Řƻ пΦ aŀƳȅ ǿǎƪŀȋƴik do 

ǇƻȊȅŎƧƛ мΣ ƪǘƽǊŊ ƪǊťŎƛƳȅΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƻōǊŀŎŀ ǎƛť ƻ мм ƛ ǘǊȊȅ ŎȊǿŀǊǘŜ ƭǳō пт ƪǿŀǊǘŀƱƽǿΦ ²ǎƪŀȊǳƧŜ 

na 47 mod 4 lub 3. 

 

Algorytm euklidesowy 

!ƭƎƻǊȅǘƳȅΣ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ǎŎƘŜƳŀǘŀƳƛ ƻōƭƛŎȊŜƴƛƻǿȅƳƛ ƛ ƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ƻǇǊȊŜŏ ǎƛť ǿǇǊƻǿŀŘȊŀƴƛǳ ǿ 

tym momencie. Euklidesowy algorytm znajdowania gcd jest jednym z najstarszych znanych 

ŀƭƎƻǊȅǘƳƽǿΣ ǇƻƧŀǿƛƱ ǎƛť ǿ 9ƭŜƳŜƴǘŀŎƘ 9ǳƪƭƛŘŜǎŀ ƻƪƻƱƻ олл Ǌƻƪǳ Ǉ.n.e. Daje to ǎǇƻǎƽō 

ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƎƻ ǿǎǇƽƭƴŜƎƻ ŘȊƛŜƭƴƛƪŀ όƎŎŘύ ŘǿƽŎƘ ƭƛŎȊōΦ WŜǎǘ ǘƻ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŀ ƭƛŎȊōŀΣ 

ƪǘƽǊŀ dzieli je obie. bŀǎȊȅƳ ŎŜƭŜƳ ƧŜǎǘ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŜ ǎǇƻǎƻōǳ ƴŀ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŜ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŜƎƻ 

ǿǎǇƽƭƴŜƎƻ ŘȊƛŜƭƴƛƪŀΣ ƎŎŘ όŀΣ ōύ Ȋ ŘǿƽŎƘ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ŀ ƛ ōΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŀ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ 

ŎŀƱƪƻǿƛǘŊ ƳƴƛŜƧǎȊŊ ƴƛȍ ōΦ 

мΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ ȊƴŀƭŜȋŏ ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅ ǿǎǇƽƭƴȅ ŎȊȅƴƴƛƪ ƳƛťŘȊȅ ŀ ƛ ōΣ ŘȊƛŜƭŊŎȅ b przez aΦ WŜǏƭƛ ǊŜǎȊǘŀ 

ǿȅƴƻǎƛ ȊŜǊƻΣ ǘƻ ō ƧŜǎǘ ǿƛŜƭƻƪǊƻǘƴƻǏŎƛŊ ŀ ƛ ƪƻƵŎȊȅƳȅΦ 



нΦ WŜǏƭƛ ƴƛŜΣ ǇƻŘȊƛŜƭ ŘȊƛŜƭƴƛƪ ŀ przez ǊŜǎȊǘťΦ 

YƻƴǘȅƴǳǳƧ ǘŜƴ ǇǊƻŎŜǎΣ ŘȊƛŜƭŊŎ ƻǎǘŀǘƴƛ ŘȊƛŜƭƴƛƪ przez  ƻǎǘŀǘƴƛŊ ǊŜǎȊǘťΣ ŀȍ ǊŜǎȊǘŀ ōťŘȊƛŜ Ǌƽǿƴŀ 

zero. Ostatnia niezerowa reszta jest wteŘȅ ƴŀƧǿƛťƪǎȊȅƳ ǿǎǇƽƭƴȅƳ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛŜƳ ƭƛŎȊō 

ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ ŀ i b. 

!ƭƎƻǊȅǘƳ ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ǇƻƴƛȍǎȊȅ ǇǊȊȅƪƱŀŘΦ wƻȊǿŀȍƳȅ тн ƛ нпсΦ 

aŀƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ п ƪǊƻƪƛΥ 

мΦ нпс Ґ о Ҏ тн Ҍ ол ƭǳō нпс ƳƻŘ тн Ґ ол 

нΦ тн Ґ н Ҏ ол Ҍ мн ƭǳō тн ƳƻŘ ол Ґ мн 

оΦ ол Ґ н Ҏ мн Ҍ с ƭǳō ол mod 12 = 6 

пΦ мн Ґ н Ҏ с Ҍ л 

ǿƛťŎ ƎŎŘ ǿȅƴƻǎƛ сΦ 

LǎǘƴƛŜƧŜ ƪƛƭƪŀ ǎǘǊƻƴ ƛƴǘŜǊƴŜǘƻǿȅŎƘΣ ƪǘƽǊŜ ƻŦŜǊǳƧŊ ŀǇƭƛƪŀŎƧŜ WŀǾŀ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŊŎŜ ǘŜƴ ŀƭƎƻǊȅǘƳΣ 

ŘŀƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧť tȅǘƘƻƴŀ 

def gcd (a, b): 

"" "algorytm euklidesowy" "" 

if b == 0: 

return a 

jeszcze: 

return gcd (b, (a% b)) 

/ƛ Ȋ ǿŀǎΣ ƪǘƽǊȊȅ ŎƘŎƛŜƭƛōȅ ȊƻōŀŎȊȅŏ ōŜȊǇƻǏǊŜŘƴƛŜ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ Ȋ ǘȅŎƘ ǇƻƳȅǎƱƽǿ Řƻ 

ƪƻƳǇǳǘŜǊƽǿΣ Ǉƻǿƛƴƴƛ ȊŀǇƻȊƴŀŏ ǎƛť Ȋ ǊƻȊŘȊƛŀƱŜƳ ƴŀ ǘŜƳŀǘ ƭƛŎȊō ƭƻǎƻǿȅŎƘ 

 

Liczby wymierne i liczby rzeczywiste 

hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ȍȅŎƛŜ ōȅƱƻōȅ ǘǊǳŘƴŜΣ ƎŘȅōȅǏƳȅ ƳƛŜƭƛ ǘȅƭƪƻ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ƛ ƧŜǎǘ ǘƻ ƪǊƽǘƪƛ ƪǊƻƪ Řƻ 

liczb wymiernych lub ǳƱŀƳƪƽǿΦ tǊȊŜȊ ƭƛŎȊōť ǿȅƳƛŜǊƴŊ ǊƻȊǳƳƛŜƳȅ ƭƛŎȊōťΣ ƪǘƽǊŀ ƳƻȍŜ ōȅŏ 

zapisana jako L / M, gdzie L i M ǎŊ ƭƛŎȊōŀƳƛ ŎŀƱƪƻǿƛǘȅƳƛΦ tǊȊȅƪƱŀŘŀƳƛ ǎŊ 

1/2  3/4  4/7  7/11 7/6  

 

[ƛŎȊōȅ ǘŜ ǇƻǿǎǘŀƧŊ ǿ ƻŎȊȅǿƛǎǘȅ ǎǇƻǎƽōΣ Ƴƻȍƴŀ ǎƻōƛŜ ǿȅƻōǊŀȊƛŏ ƭƛƴƛƧƪť ǇƻŘȊƛŜƭƻƴŊ ƴŀ ϦƛǘƘǎϦΣ ŀ 
ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ȊƳƛŜǊȊȅŏ ŘƱǳƎƻǏŏ ǿ ϦƛǘƘǎϦΦ aŀǘŜƳŀǘȅŎȅ ƳŀƧŊ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ōŀǊŘȊƛŜƧ 
ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴŜ ŘŜŦƛƴƛŎƧŜ ƻǇŀǊǘŜ ƴŀ ƳƻŘǳƱƻǿŜƧ ŀǊȅǘƳŜǘȅƪƛΦ ¢ǿƛŜǊŘȊƛƭƛōȅΣ ȍŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ 
ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧ ƴΣ Ȋ ǿȅƱŊŎȊŜƴƛŜƳ ȊŜǊŀΣ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏΣ ȊŀǇƛǎŀƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ м κ ƴΣ ƪǘƽǊŀ Ƴŀ ǘŀƪŊ 
ǿƱŀǎƴƻǏŏ 
 



 
 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƳƴƻȍŜƴƛŜ м κ ƴ ǇǊȊŜȊ Ƴ ŘŀƧŜ ǳƱŀƳŜƪ Ƴ κ ƴΦ {Ŋ ƻƴŜ ŎȊťǎǘƻ ƴŀȊȅǿŀƴŜ ƭƛŎȊōŀƳƛ 
ǿȅƳƛŜǊƴȅƳƛΦ tƻǊŀŘȊƛƳȅ ǎƻōƛŜ Ȋ ǇǊƻǎǘȅƳ ǇƻƳȅǎƱŜƳ ǳƱŀƳƪƽǿΦ WŜŘƴȅƳ Ȋ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΣ ƪǘƽǊŜ 
naǇƻǘȅƪŀƳȅΣ ƧŜǎǘ ǘƻΣ ȍŜ ƛǎǘƴƛŜƧŊ ƭƛŎȊōȅΣ ƪǘƽǊŜ ƴƛŜ ǎŊ ƭƛŎȊōŀƳƛ ŎŀƱƪƻǿƛǘȅƳƛ ŀƴƛ ǊŀŎƧƻƴŀƭƴȅƳƛΣ ŀƭŜ 
ŎȊȅƳǏ ƛƴƴȅƳΦ DǊŜŎȅ ōȅƭƛ ȊŀǎƪƻŎȊŜƴƛ ƛ ȊŘŜȊƻǊƛŜƴǘƻǿŀƴƛΣ ƎŘȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛƻƴƻΣ ȍŜ Ҟн ƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ 
ȊŀǇƛǎŀŏ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ Ƨŀƪƻ ǳƱŀƳŜƪΦ ¢ŜŎƘƴƛŎȊƴƛŜ ƴƛŜ Ƴŀ ȍŀŘƴȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŎŀƱƪƻǿƛtych L  i  M takich, 
ȍŜ L / M Ґ нΦ ½ ƴŀǎȊŜƎƻ Ǉǳƴƪǘǳ ǿƛŘȊŜƴƛŀ ƴƛŜ ōťŘȊƛŜƳȅ ƳǳǎƛŜƭƛ Ȋōȅǘƴƛƻ ȊŀƎƱťōƛŀŏ ǎƛť ǿ ǎȊŎȊŜƎƽƱȅΣ 
ȊǿƱŀǎȊŎȊŀΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ ǳȊȅǎƪŀŏ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎƻ ŘƻōǊŜ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǳƱŀƳƪƽǿΦ bŀ 
ǇǊȊȅƪƱŀŘ ннκт ƧŜǎǘ ǊƻȊǎŊŘƴȅƳ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜƳ dla ̄ , podczas gdy 355/113 jest lepsze. Znajdziesz 
ƭǳŘȊƛŜ ƻŘƴƻǎȊŊ ǎƛť do liczb rzeczywistych, czasem zapisanymi ᴙΣ ǇǊȊŜȊ Ŏƻ ǊƻȊǳƳƛŜƧŊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ 
ƭƛŎȊōȅΣ ƪǘƽǊŜ ƻƳƽǿƛƭƛǏƳȅ Řƻ ǘŜƧ ǇƻǊȅΦ 
 
Notacja 
Wŀƪ Ƨǳȍ ǎƛť ȊƻǊƛŜƴǘƻǿŀƭƛǏŎƛŜΣ ƧŜǎǘ Ƨǳȍ ǎǇƻǊƻ notacji ƛ ǇƻŘŀƧŜƳȅ ƴƛŜƪǘƽǊŜ Ȋ ǎȅƳōƻƭƛ ƛ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ƪǘƽǊŜ 
ƳƻȍŜǎȊ ǎǇƻǘƪŀŏΦ 
ω WŜǏƭƛ Ȅ ƧŜǎǘ ƳƴƛŜƧǎȊŜ ƴƛȍ ȅΣ ǿƽǿŎȊŀǎ ȊŀǇƛǎǳƧŜƳȅ Ȅ ғȅΦ WŜǏƭƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿƻΣ ȍŜ 
ƳƻƎŊ ōȅŏ ǊƽǿƴŜΣ ǘƻ Ȅ Җ ȅΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ zaǇƛǎŀŏ  to ƴŀ ƻŘǿǊƽǘΦ ²ƛťŎ ȅ > x lub y җ x. 
OczywƛǏŎƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏΣ ȍŜ ȅ ƧŜǎǘ ǿƛťƪǎȊŜ ƴƛȍ Ȅ ƭǳō ǿƛťƪǎȊŜ ƴƛȍ ƭǳō ǊƽǿƴŜ Ȅ 
ω CǳƴƪŎƧŀ ǇƻŘƱƻƎƻǿŀ ƭƛŎȊōȅ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘŜƧ ȄΣ ƻȊƴŀŎȊƻƴŀ ǎȅƳōƻƭŜƳ  β ὼᴥ lub floor (x), to funkcja, 
ƪǘƽǊŀ ȊǿǊŀŎŀ ƴŀƧǿƛťƪǎȊŊ ƭƛŎȊōť ŎŀƱƪƻǿƛǘŊ ƳƴƛŜƧǎȊŊ ƭǳō ǊƽǿƴŊ ȄΦ ²ƛťŎ 2β.7ᴥ  = 2 a β -3,6ᴥ  = -4. 
CǳƴƪŎƧŀ ŦƭƻƻǊ ǿ WŀǾƛŜ ƛ tȅǘƘƻƴƛŜ ǿȅƪƻƴǳƧŜ ǘť ƻǇŜǊŀŎƧťΦ LǎǘƴƛŜƧŜ ƻŎȊȅǿƛǎǘŜόΚύ pƻƱŊŎȊŜƴƛŜ Ȋ 
ƳƻŘŜƳΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ō ƳƻŘ ŀ ƳƻȍŜ ōȅŏ ȊŀǇƛǎŀƴŜ ō-ŦƭƻƻǊ όō ҏ ŀύ Ҏ ŀΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ нр ƳƻŘ п Ґ нр-  β
25/4  ᴥx 4 = 25-6 x 4 = 1 
ω aƴƛŜƧ ǳȍȅǿŀƴŀ ŦǳƴƪŎƧŀ ǘƻ ŦǳƴƪŎƧŀ ǎǳfitowa, napisana v x  ɯlub ceil(x) lub ceiling(x), 
ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊΣ ƪǘƽǊŀ ȊǿǊŀŎŀ ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŊ ƭƛŎȊōť ŎŀƱƪƻǿƛǘŊ ƴƛŜ ƳƴƛŜƧǎȊŊ ƴƛȍ ȄΦ {ǘŊŘ v 2,7ɯ  l = 3. 
ω aƻŘǳƱ Ȅ ƴŀǇƛǎŀƴȅ μ Ȅ μ to po prostu x, gdy x җ  0 i -x gdy x <0. Tak ǿƛťŎ | 2 | = 2 i | -6 | = 6. 
{Ʊȅƴƴȅ ǿȅƴƛƪ ƴŀ ǘŜƳŀǘ ƳƻŘǳƱǳ ƧŜǎǘ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ 
x i y 
| x + y | Җ | x | + | y |  
ω {ǇƻǘƪŀƭƛǏƳȅ ǎƛť Ȋ ŀb ƪƛŜŘȅ ƻƳŀǿƛŀƭƛǏƳȅ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ƛ ǿ ǘŜƴ ǎŀƳ ǎǇƻǎƽōΣ ǿ Ƨŀƪƛ ƳƻȍŜƳȅ 
ƳƛŜŏ Ȅy ƎŘȅ Ȅ ƛ ȅ ƴƛŜ ǎŊ ƭƛŎȊōŀƳƛ ŎŀƱƪƻǿƛǘȅƳƛΦ hƳŀǿƛŀƳȅ ǘƻ ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿƻΣ ƎŘȅ ǎǇƻǘȅƪŀƳȅ ǎƛť Ȋ 
funkcja ǿȅƪƱŀŘƴƛŎȊŀΦ ¦ǿŀƎŀ ƧŜŘƴŀƪ 
- a0 = 1 dla wszystkich a ґ 1 
- 0b Ґ л Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ō ǿƱŊŎȊƴƛŜ Ȋ ȊŜǊŜƳΦ 
 
1.0.3 Systemy liczbowe 
WŜǎǘŜǏƳȅ ǘŀƪ ǇǊȊȅȊǿȅŎȊŀƧŜƴƛ Řƻ ǇǊŀŎȅ ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΣ ȍŜ ȊŀǇƻƳƛƴŀƳȅΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǘƻ 
ƴŀƧƴƻǿǎȊȅ ǿȅƴŀƭŀȊŜƪ ƛ ōȅƱ ǘƻ ǊŜǿƻƭǳŎȅƧƴȅ ǇƻƳȅǎƱΦ bŀŘǎȊŜŘƱ ŎȊŀǎΣ ŀōȅ ǳǿŀȍƴƛŜ ǇǊȊȅƧǊȊŜŏ ǎƛťΣ 
Ƨŀƪ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŜƳȅ ƭƛŎȊōȅΦ ½ǿȅƪƭŜ ǳȍȅǿŀƳȅ ǎȅǎǘŜƳǳ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜƎƻΣ ǿƛťŎ опрф ƧŜǎǘ ǎƪǊƽǘŜƳ Řƭŀ 
3 x 1000 Ҍ п Ҏ млл Ҍ р x 10 Ҍ фΦ tƻƱƻȍŜƴƛŜ ŎȅŦǊȅ Ƴŀ ƪƭǳŎȊƻǿŜ ȊƴŀŎȊŜƴƛŜΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ǇƻȊǿŀƭŀ ƴŀƳ 
ǊƻȊǊƽȍƴƛŏ ол od оΦ {ȅǎǘŜƳ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅ ƧŜǎǘ ǳƪƱŀŘŜƳ ƭƛŎȊō ǇƻȊȅŎȅƧƴȅŎƘΤ Ƴŀ ǇƻȊȅŎƧŜ Řƭŀ ƧŜŘƴƻǎǘŜƪΣ 
ŘȊƛŜǎƛŊǘŜƪΣ ǎŜǘŜƪ ƛ ǘŀƪ ŘŀƭŜƧΦ tƻȊȅŎƧŀ ƪŀȍŘŜƧ ŎȅŦǊȅ ƛƳǇƭƛƪǳƧŜ Ƴƴƻȍƴƛƪ όǇƻǘťƎť ŘȊƛŜǎƛťŎƛǳύ Řƻ 
ǳȍȅŎƛŀ Ȋ ǘŊ ŎȅŦǊŊΣ ŀ ƪŀȍŘŀ ǇƻȊȅŎƧŀ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ŘȊƛŜǎƛťŏ ǊŀȊȅ ǿƛťƪǎȊŊ ƻŘ ǇƻȊȅŎƧƛ Ǉƻ ǇǊŀǿŜƧ 
stronie. ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ ȊŀƻǎȊŎȊťŘȊƛŏ ƳƛŜƧǎŎŜΣ ǇƛǎȊŊŎ мллл Ƨŀƪƻ мл3 , о ƻȊƴŀŎȊŀƧŊŎŜ ƭƛŎȊōť 



ȊŜǊΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ мллллл Ґ мл5Φ WŜǏƭƛ ƛƴŘŜƪǎ ƎƽǊƴȅ ƧŜǎǘ ǳƧŜƳƴȅΣ ƳŀƳȅ ƴŀ ƳȅǏƭƛ ǳƱŀƳŜƪ ƴǇΦ мл-3 = 
мκмлллΦ .ȅŏ ƳƻȍŜ ƴŀƧƳŊŘǊȊŜƧǎȊŊ ŎȊťǏŎƛŊ ǳƪƱŀŘǳ ǇƻȊȅŎȅƧƴŜƎƻ ōȅƱƻ ŘƻŘŀƴƛŜ ƪǊƻǇƪƛ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜƧΣ 
Ŏƻ ǇƻȊǿƻƭƛƱƻ ƴŀƳ ƴŀ ǳƱŀƳŜƪ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ мноΣпрс ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜ 
м Ҏ млл Ҍ н Ҏ мл Ҍ о Ҍ liczby za punkǘŜƳ Ҍ п Ҏ мκмл Ҍ р Ҏ мκмлл Ҍ с Ҏ мκмллл 
aƴƻȍƴƛƪΦ Φ Φ мл2 101 100  . 10-1 10-2 10 . . . 
cyfry. .  .         1  2 3 Φ ƪǊƻǇƪŀ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŀ 4 5 6.  
WŜŘƴŀƪ ƴƛŜ Ƴŀ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜƎƻ ǇƻǿƻŘǳΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƎƻ ǇƻǿƛƴƴƛǏƳȅ ǳȍȅǿŀŏ ƳƻŎȅ мл ƭǳō ǇƻŘǎǘŀǿȅ 
млΦ .ŀōƛƭƻƵŎȊȅŎȅ ǳȍȅǿŀli podsǘŀǿȅ слΣ ŀ ǇƻŘǎǘŀǿŀ мн ōȅƱŀ ōŀǊŘȊƻ ǇƻǿǎȊŜŎƘƴŀ ǇƻŘŎȊŀǎ 
ǏǊŜŘƴƛƻǿƛŜŎȊŀ ǿ 9ǳǊƻǇƛŜΦ 5ȊƛǏ ǇƻǿǎȊŜŎƘƴŜ ǎŊ ǎȅǎǘŜƳȅ ƭƛŎȊōƻǿŜ 
ω {ȅǎǘŜƳ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅΥ ǎȅƳōƻƭŜ л-9; podstawa 10 
ω {ȅǎǘŜƳ ōƛƴŀǊƴȅ : symbole symboli 0,1; podstawa 2 
ω {ȊŜǎƴŀǎǘƪƻǿȅ ǎȅǎǘŜƳ ƭƛŎȊōƻǿȅΥ ǎȅƳōƻƭŜ л-9, A-F; podstawa 16 tutaj A  10, B  11, C  12, 
D  13 E  14, F  15. 
ω {ȅǎǘŜƳ ƭƛŎȊōȅ ƽǎŜƳƪƻǿŜƧΥ ǎȅƳōƻƭŜ л-7; podstawa 8 
 
{ȅǎǘŜƳ ŘǿƽƧƪƻǿȅ 
 
² ǎƪŀƭƛ ōƛƴŀǊƴŜƧ ǿȅǊŀȍŀƳȅ ƭƛŎȊōȅ ǿ ǇƻǘťƎŀŎƘ нΣ ŀ ƴƛŜ мл ǿ ǎƪŀƭƛ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜƧΦ 5ƭŀ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ 
ƭƛŎȊō ƧŜǎǘ ǘƻ ƱŀǘǿŜΣ ǿƛťŎ ǇǊȊȅǿƻƱŀjmy 20 = 1.  Tak jak w systemie ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΣ ȊŀǇƛǎǳƧŜƳȅ ǘƻ Ȋ 
ǇƻȊȅŎƧŊ ŎȅŦǊȅ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŊŎŊ ǇƻǘťƎť, pierwsze miejsce po przecinku to pozycja 20Σ ƴŀǎǘťǇƴŜ 
21 ƛ ǘŀƪ ŘŀƭŜƧΦ !ōȅ ǇǊȊŜƪƻƴǿŜǊǘƻǿŀŏ ƭƛŎȊōť ŘȊƛŜǎƛťǘƴŊ ƴŀ ŘǿƽƧƪƻǿŊΣ ƳƻȍŜƳȅ ǳȍȅŏ ƴŀǎȊŜƎƻ 
ƻǇŜǊŀǘƻǊŀ ƳƻŘΦ Wŀƪƻ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǊƻȊǿŀȍ уу ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳ ƭǳō уу10Φ /ƘŎƛŜƭƛōȅǏƳȅ 
ȊŀǇƛǎŀŏ Ǝƻ Ƨŀƪƻ Ǉƭƛƪ ōƛƴŀǊƴȅΦ .ƛŜǊȊŜƳȅ ƭƛŎȊōť i sukcesywnie dzielimy mod 2.  
 

 
 
tƛǎȊŊŎ ƻǎǘŀǘƴƛŊ ƪƻƭǳƳƴť odwrotnie, czyli od dƻƱǳ Řƻ ƎƽǊȅΣ ƳŀƳȅ млммлллΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ōƛƴŀǊƴŀ 
dla 88, tj. 8810 = 10110002. .ƛƴŀǊƴŜ ƳƛŜƧǎŎŀ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜ ǎŊ ƳƴƛŜƧ ǇƻǿǎȊŜŎƘƴŜΣ ŀƭŜ ŎŀƱƪƛŜƳ 
ƳƻȍƭƛǿŜΣ ŘƭŀǘŜƎƻ млмΦмлмм ǘƻ ǘȅƭƪƻ н2 + 20 + 2-1 + 2-3 + 2-4Σ Ŏƻ Ǉƻ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ ƻōƭƛŎȊŜƴƛŀŎƘ ǿȅƴƻǎƛ 
рΦсутрΦ tǊȊŜƪƻƴŀƭƛǏƳȅ ǎƛťΣ Ƨŀƪ ȊƳƛŜƴƛŏ ŎŀƱƪƻǿƛǘŊ ŎȊťǏŏ ƭƛŎȊōȅ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜƧ ǿ ƭƛŎȊōť ōƛƴŀǊƴŊ ƛ 
ƳƻȍŜƳȅ ȊǊƻōƛŏ ǘƻ ǎŀƳƻ Ȋ ǳƱŀƳƪƛŜƳ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΦ wƻȊǿŀȍƳȅ лΣсутрΦ ¢ŀƪ Ƨŀƪ poprzednio, 
ǇǊȊȅƎƻǘƻǿǳƧŜƳȅ ǘŀōŜƭť 
 



 
 
ŘŀƧŊŎ ƻŘŎȊȅǘ лΦсутр10 = 10112 ¦ǿŀƎŀΥ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƳƻȍƭƛǿƻǏŏ ǇǊȊŜƧǏŎƛŀ Řƻ ƴƛŜƪƻƵŎȊŊŎŜƎƻ ǎƛť ŎȅƪƭǳΣ 
ƎŘȅ ƳŀƳȅ ƴƛŜ ƪƻƵŎȊŊŎȅ ǎƛť ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ лΣпΦ 
 

 
 
wiňc 0.410 = 0.0110011001100 . . .2 
 
* Dodawanie binarne 
 
- 0 + 0 = 0 
- 0 + 1 = 1 
- м Ҍ м Ґ млΣ ǿƛťŎ ǇǊȊŜƴƻǎƛƳȅ м ƛ ȊƻǎǘŀǿƛŀƳȅ ȊŜǊƻ 
- 1 + 1 + 1 = 1+ (1 + 0) = 1 + 10 = 11. 
aƻȍŜƳȅ ƴŀǇƛǎŀŏ ǘƻ ǿ ōŀǊŘȊƻ ǇƻŘƻōƴȅ ǎǇƻǎƽōΣ Ƨŀƪ ǇǊȊȅ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳ ŘƻŘŀƴƛǳ 
 

 
ǇǊŀǿŊ ǎǘǊȊŀƱƪť ǿ ƎƽǊť ǇƻƪŀȊǳƧŜƳȅΣ ƎŘȊƛŜ przeƴƻǎƛƳȅ мΦ [Ŝǿŀ Ǌťƪŀ ǇƻƪŀȊǳƧŜΣ ƎŘȊƛŜ ƳŀƳȅ м Ҍ 
м Ҍ мΣ ǿƛťŎ ƴƻǎƛƳȅ м ƛ м ǇƻȊƻǎǘŀǿƛŀƳȅ м 
 
* Odejmowanie 
  

 
ϝ aƴƻȍŜƴƛŜ ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳ 



 
 
* aƴƻȍŜƴƛŜ ŘǿƽƧƪƻǿŜ 
 

 
{ȅǎǘŜƳ ƽǎŜƳƪƻǿȅ 
 
tƻŘǎǘŀǿŀ у ƭǳō ƽǎŜƳƪƻǿŀ ƴƛŜ ǇǊȊȅƴƻǎƛ ȍŀŘƴȅŎƘ ƴƻǿȅŎƘ ǇǊƻōƭŜƳƽǿΦ ¦ȍȅǿŀƳȅ ǎȅƳōƻƭƛ лΣ мΣ 
2 ,. . . , 7, a pozycja oznacza ǇƻǘťƎť уΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ мн8 ǘƻ м Ҏ у Ҍ н Ґ мл ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΣ ŀ 
30218 to 
 
о Ҏ у3 Ҍ л Ҏ у2 Ҍ н Ҏ у Ҍ м Ҏ у0 = 1536 + 16 + 1 = 1553 
 
ǿ ǇƻǎǘŀŎƛ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜƧΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƴƛŜ ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜƳȅ ǎȅƳōƻƭǳ Řƭŀ ф Ƨŀƪƻ ф10 = 8 + 1 = 118 
ƽǎŜƳƪƻǿƻΦ !ōȅ ǇǊȊŜƪƻƴǿŜǊǘƻǿŀŏ ƭƛŎȊōť ŘȊƛŜǎƛťǘƴŊ ƴŀ ƽǎŜƳƪƻǿŊΣ ƳƻȍŜƳȅ ǳȍȅŏ ƴŀǎȊŜƎƻ 
ƻǇŜǊŀǘƻǊŀ ƳƻŘΣ ǘŀƪ Ƨŀƪ ǘƻ ȊǊƻōƛƭƛǏƳȅ ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ōƛƴŀǊƴȅƳΦ Wŀƪƻ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǊƻȊǿŀȍ мрро Ƨŀƪƻ 
ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅ ƭǳō мрро10Φ /ƘŎƛŜƭƛōȅǏƳȅ ȊŀǇƛǎŀŏ Ǝƻ Ƨŀƪƻ ƭƛŎȊōť ƽǎŜƳƪƻǿŊΦ .ƛŜǊȊŜƳȅ ƴǳƳŜǊ ƛ 
sukcesywnie dzielimy mod 8. 
tƛǎȊŊŎ ƻǎǘŀǘƴƛŊ ƪƻƭǳƳƴť odwrotnie,  ƳŀƳȅ олнмΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ƽǎŜƳƪƻǿŊ ǿȅƳŀƎŀƴŊ ƻŘ 
tego czasu 
о Ҏ у3 + л Ҏ у2 Ҍ н Ҏ у Ҍ м Ҏ у0 = 1553 
LǎǘƴƛŜƧŜ ǇǊƻǎǘȅ ƭƛƴƪ ƳƛťŘȊȅ ƽǎŜƳƪƻǿȅƳ ƛ ōƛƴŀǊƴȅƳΣ ƧŜǏƭƛ ȊŀǳǿŀȍȅƳȅ ǘƻ 
 

 
 
aƻȍŜǎȊ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏΣ ŎȊȅ  1553 to 
11000010001 
bianrnie 
Rozdzielenie tego na bloki po 3 daje 



11 000 010 001 
WŜǏƭƛ ǳȍȅƧŜƳȅ ƴŀǎȊŜƧ ǘŀōŜƭƛ Řƻ zapisania cyfry ƻŘǇƻǿƛŀŘŀƧŊŎŜƧ ƪŀȍŘŜƳǳ ōƭƻƪƻǿƛ ōƛƴŀǊƴŜƳǳ Ȋ 
3, mamy 
3 0 2 1 
co ƧŜǎǘ ƴŀǎȊŊ ƽǎŜƳƪƻǿŊ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘŀŎƧŊΗ 
tƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ōƛƴŀǊƴȅƳΣ ƳƻȍŜƳȅ ǊƽǿƴƛŜȍ ƳƛŜŏ ŦǊŀƪŎƧŜ ƽǎŜƳƪƻǿŜΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
0.30128. 
¢ƻ ƧŜǎǘ ǎǇƻǎƽō ǊŜǇǊŜȊŜƴǘƻǿŀƴƛŀ 
о Ҏ мκу1 Ҍ л Ҏ мκу2 Ҍ м Ҏ мκу3 + 2 Ҏ мκу4 
!ōȅ ǇǊȊŜƪƻƴǿŜǊǘƻǿŀŏ лΦолмн8 na ƭƛŎȊōť ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅΣ ƪƻƴǘȅƴǳǳƧŜƳȅ Ƨŀƪ ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ōƛƴŀǊƴȅƳ 
ǘȅƭƪƻ ǘǳǘŀƧ ǳȍȅǿŀƳȅ у ǊŀŎȊŜƧ нΣ ŀōȅ Řŀŏ 
 

 
 
ŘŀƧŊŎ odczyt 0.30128 = 0.23215561353070414610 
 
System szesnastkowy 
 
.ŀȊŀ мс ƧŜǎǘ ōŀǊŘȊƛŜƧ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴŀΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜƳȅ ǿƛťŎŜƧ ǎȅƳōƻƭƛΦ aŀƳȅ ƭƛŎȊōȅ 
ŎŀƱƪƻǿƛǘŜ ƻŘ л Řƻ ф ƛ ǳȍȅǿŀƳȅ ǊƽǿƴƛŜȍ ! Ґ 10, B = 11, C = 12, D = 13 E = 14, F = мрΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ 
12316 to 1 x 162 + 2 x 161 Ҍ о ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΣ ŀ !н916 to 10 x 162 + 2 x 161 + 14 w 
ǎȅǎǘŜƳƛŜ ŘȊƛŜǎƛťǘƴȅƳΦ ½ŀƭŜǘŊ ǎȊŜǎƴŀǎǘƪƻǿŊ ƧŜǎǘ ǘƻΣ ȍŜ ƪŀȍŘȅ Ȋ ǎȅƳōƻƭƛ ƻŘǇƻǿƛŀŘŀ п ŎȅŦǊƻǿŜƧ 
ǎŜƪǿŜƴŎƧƛ ōƛƴŀǊƴŜƧ όƧŜǏƭƛ ŘƻǇǳǎȊŎȊŀƳȅ ȊŜǊŀ ǿƛƻŘŊŎŜύΦ hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ Ʊŀǘǿƻ 
ǇǊȊŜǘƱǳƳŀŎȊȅŏ Ȋ ƘŜƪǎŀŘŜŎȅƳŀƭƴŜƎƻ ƴŀ ōƛƴŀǊƴȅΣ Ƨŀƪ ǇƻƴƛȍŜƧ лмлммммлмлммлмлмллмлн2 = 
0101 1110 1011 0101 0010 



= 5 E B 5 216 = 5EB5216 

 

0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
1. wƻȊƱƽȍ ƴŀ ŎȊȅƴƴƛƪƛ 
(a) 3096 
(b) 1234 
(c) 24 - 1 
нΦ ¦ǿŀȍŀƴƻΣ ȍŜ нp-м ōȅƱƻ ǇƛŜǊǿǎȊŜΣ ƎŘȅ Ǉ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ǇƛŜǊǿǎȊŊΦ ¢ƻ ǇƻƪŀȊǳƧŜ 
nieprawda, gdy p = 11 
оΦ ½ƴŀƧŘȋ ƎŎŘ Řƭŀ олфс ƛ мнопΦ 
пΦ ½ŀǇƛǎȊ ōƛƴŀǊƴƛŜ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƭƛŎȊōȅ ŘȊƛŜǎƛťǘƴe 
(a) 25610 

(b) 24 - 1 
(c) 549 
(d) 12,34 
рΦ tǊȊŜƪǎȊǘŀƱŏ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƭƛŎȊōȅ ōƛƴŀǊƴŜ ǿ ƭƛŎȊōȅ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜ ƛ ǿȅƧŀǏƴƛƧ ƧŜ 
odpowiedzi. 
(a) 101,0012 
(b) 1011112 
(c) 0,101012 
(d) 11.00012 
(e) 10012 
(f) 0,112 
сΦ tǊȊŜƪǎȊǘŀƱŏ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƭƛŎȊōȅ ŘȊƛŜǎƛťǘƴŜ ǿ ƭƛŎȊōȅ ōƛƴŀǊƴŜ ƛ ǿȅƧŀǏƴƛƧ swoje odpowiedzi. 
(a) 5010 
(b) 7010 
(c) 6410 
(d) 39,5610 
(e) 20,62510 
(f) 13,1110 όу ŎȅŦǊ ȊƴŀŎȊŊŎȅŎƘύ 
тΦ 5ƻŘŀƧ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƭƛŎȊōȅ ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ōƛƴŀǊƴȅƳ ƛ ǿȅƧŀǏƴƛƧ ǎǿƻƧŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛΦ 
(a) 1112 + 1112 
(b) 11102 + 112 
(c) 111012 + 110012 
8. tƻƳƴƽȍ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ƭƛŎȊōȅ ǿ ǎȅǎǘŜƳƛŜ ōƛƴŀǊƴȅƳ ƛ ǿȅƧŀǏƴƛƧ ǎǿƻƧŜ ƻŘǇƻǿƛŜŘȊƛΦ 
(a) 11102 Ҏ мм2 
(b) 1112 Ҏ млм2 

 

II Instrukcja rachunku i logika 
 
bŀǇƻǘƪŀǎȊ ƪƛƭƪŀ ƧťȊȅƪƽǿ - ǘǿƽƧ ƧťȊȅƪ ƻƧŎȊȅǎǘȅ ƭǳō ǘŜƴΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƻōŜŎƴƛŜ ƪƻƳǳƴƛƪǳƧŜƳȅ ǎƛť 
όŀƴƎƛŜƭǎƪƛύ ƛ ƛƴƴŜ ƧťȊȅƪƛ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜΣ ǘŀƪƛŜ Ƨŀƪ ƘƛǎȊǇŀƵǎƪƛΣ ƴƛŜƳƛŜŎƪƛ ƛǘŘΦ aƻȍŜǎȊ ǊƽǿƴƛŜȍ ƴŀǇƻǘƪŀŏ 
ƧťȊȅƪƛ ǇǊƻƎǊŀƳƻǿŀƴƛŀ ǘŀƪƛŜ Ƨŀƪ tȅǘƘƻƴ ƭǳō /Φ bŀ ǇŜǿƴƻ ǎǇƻǘƪŀƱŜǏ ǎƛť Ȋ ƴƛŜƪǘƽǊȅƳƛ ƧťȊȅƪŀƳƛ 
ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛΣ ƧŜǏƭƛ ƳŀǎȊ ǘŀƪ ŘŀƭŜƪƻΦ WťȊȅƪΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƻǇƛǎǳƧŜƳȅ ƛƴƴȅ ƧťȊȅƪΣ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť 
ƳŜǘŀƧťȊȅƪƛŜƳΦ 5ƭŀ ǇǊŀǿƛŜ ŎŀƱŜƧ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛΣ ƳŜǘŀƧťȊȅƪƛŜƳ ƧŜǎǘ ŀƴƎƛŜƭǎƪƛ Ȋ ŘƻŘŀǘƪƻǿŊ ƴƻǘŀŎƧŊΦ 
² ƛƴŦƻǊƳŀǘȅŎŜ ƳǳǎƛƳȅ ŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ ƛ ǳȍȅǿŀŏ ƧťȊȅƪƽǿ ƛ ƴƻǘŀŎƧƛ ŦƻǊƳŀƭƴŜƧΣ ŘƭŀǘŜƎƻ ǿŀȍƴŜ ƧŜǎǘΣ 



ŀōȅǏƳȅ ƳƛŜƭƛ Ƨŀǎƴȅ ƛ ǇǊŜŎȅȊȅƧƴȅ ƳŜǘŀƧťȊȅƪΦ ½ŀŎȊȅƴŀƳȅ ƻŘ ǇǊȊȅƧǊȊŜƴƛŀ ǎƛť ƴƛŜƪǘƽǊȅƳ ŀƴgielskim 
ǿȅǊŀȍŜƴƛƻƳΣ ƪǘƽǊŜ ƳƻƎƭƛōȅǏƳȅ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘŀŏ ǿ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅŎŜΦ ²ƛťƪǎȊƻǏŏ ȊŘŀƵ ǿ ƧťȊȅƪǳ 
ŀƴƎƛŜƭǎƪƛƳ Ƴƻȍƴŀ ǳǿŀȍŀŏ Ȋŀ ǎŜǊƛť ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ǇƻƱŊŎȊƻƴȅŎƘ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǘŀƪƛŎƘ ǇƻƱŊŎȊŜƵΣ Ƨŀƪ ϦƛϦΣ 
ϦƭǳōϦΣ ϦƧŜǏƭƛΦ Φ Φ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ Φ Φ Φ Ϧ 
bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ȊŘŀƴƛŜ ϦƧŜǏƭƛ ǇŀŘŀ ŘŜǎȊŎȊ ƛ ǿȅŎƘƻŘȊť ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊΣ ŀ ǇƻǘŜƳ ƧŜǎǘŜƳ ƳƻƪǊŀϦΣ ȊƻǎǘŀƱƻ 
ȊōǳŘƻǿŀƴŜ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǘǊȊŜŎƘ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƵΥ 
1. "Pada deszcz". 
нΦ Ϧ²ȅƧŘť ƴŀ ȊŜǿƴŊǘǊȊΦϦ 
оΦ Ϧ½ƳƻƪƴťƱŀƳϦΦ 
¢ƻΣ ŎȊȅ ƻǊȅƎƛƴŀƭƴŜ ȊŘŀƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ȊŀƭŜȍȅ ƻŘ ǇǊŀǿŘȊƛǿƻǏŎƛ ǘȅŎƘ ǘǊȊŜŎƘ ǇǊƻǎǘȅŎƘ 
stwierŘȊŜƵΦ WŜǏƭƛ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ǇƻǿƛŜƳȅΣ ȍŜ ƧŜƎƻ ǿŀǊǘƻǏŏ ƭƻƎƛŎȊƴŀ ƧŜǎǘ 
ǇǊŀǿŘȊƛǿŀΣ ŀ ƧŜǏƭƛ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŀΣ ƧŜƎƻ ǿŀǊǘƻǏŏ ƭƻƎƛŎȊƴŀ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŀΦ Wŀƪƻ ǎƪǊƽǘ ǳȍȅƧŜƳȅ ƭƛǘŜǊȅ 
¢ Ƨŀƪƻ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜƧΣ ŀ C Ƨŀƪƻ ŦŀƱǎȊȅǿŜƧΦ 
½ōǳŘǳƧŜƳȅ ȊƱƻȍƻƴŜ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ƴŀ ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ǇǊƻǎǘȅŎƘ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƵΣ ǘŀƪƛŎƘ Ƨŀƪ ϦǇŀŘŀ ŘŜǎȊŎȊϦΣ 
ϦWŜǎǘ ǎƱƻƴŜŎȊƴƛŜϦΣ ƱŊŎȊŊŎ ƧŜ Ȋ ƛ ƛ ƭǳō ǿ ŎŜƭǳ ǎƪǊƽŎŜƴƛŀ ŎȊŀǎǳ 
ƛ ƳŀƳȅ ƴŀŘȊƛŜƧťΣ ȍŜ ŎȊȅǘŜƭƴƛŜƧΣ ǿǇǊƻǿŀŘȊƛƳȅ ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŊ ƴƻǘŀŎƧťΦ 
мΦ bŜƎŀŎƧŀ ōťŘȊƛŜ ƻȊƴŀŎȊƻƴŀ ǇǊȊŜȊ . 
2. "i"  przez Ẓ 
3. "lub" przez ẓ 
Teraz ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ǘŜ ǇƻƱŊŎȊŜƴƛŀ ōŀǊŘȊƛŜƧ ǎȊŎȊŜƎƽƱƻǿƻΦ 
 
Negacja   
 
bŜƎŀŎƧŀ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ŦŀƭǎŜΣ ƎŘȅ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ ƛ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƧŜǏƭƛ 
ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŀΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ƻǏǿƛŀŘŎȊŜƴƛŜ ƛ ƧŜƎƻ ƴŜƎŀŎƧŀ ȊŀǿǎȊŜ ƳŀƧŊ ǊƽȍƴŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
prawdy. Na ǇǊȊȅƪƱŀŘ ϦWŜǎǘ ƎƻǊŊŎƻϦ ƛ ϦbƛŜ ƧŜǎǘ ƎƻǊŊŎƻϦΦ ² ƭƻƎƛŎŜ ǘǊȊŜōŀ Ƨŀǎƴƻ ƻƪǊŜǏƭƛŏ ȊƴŀŎȊŜƴƛŜΣ 
ǿƛťŎ ƴŜƎŀŎƧŀΣ 
Ϧ²ǎȊȅǎŎȅ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅŎȅ ǘƻ ƳťȍŎȊȅȋƴƛϦ 
jest 
ϦbƛŜƪǘƽǊȊȅ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅŎȅ ǘƻ ƳťȍŎȊȅȋƴƛϦ 
NIE 
ϦÀŀŘŜƴ ƛƴŦƻǊƳŀǘȅƪ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ƳťȍŎȊȅȊƴŊϦΦ 
tƛŜǊǿǎȊŜ ƛ ǘǊȊŜŎƛŜ ȊŘŀƴƛŜ ǎŊ ŦŀƱǎȊȅǿe! 
 
² ǘŜǊƳƛƴŀŎƘ ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴȅŎƘΣ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜƳΣ ǇƻǿƛŜŘȊƳȅ ϦǇŀŘŀ ŘŜǎȊŎȊϦΣ ǿǘŜŘȅ ҘǇ 
ƧŜǎǘ ƧŜƎƻ ƴŜƎŀŎƧŊΦ hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ ҘǇ ƧŜǎǘ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜƳ ϦƴƛŜ ǇŀŘŀ ŘŜǎȊŎȊϦΦ tƻŘǎǳƳƻǿǳƧŜƳȅ 
ǇǊŀǿŘť ƭǳō ƴƛŜȊƎƻŘƴƻǏŏ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƵ ǿ ǘŀōŜƭƛ ǇǊŀǿŘȅ 
 

 
 
W tabeli prawdy  pierwszy wiersz brzmi  - ϦWŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘŊΣ ǘƻ ҘǇ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜϦΣ ŀ ǿƛŜǊǎȊ 
ŘǊǳƎƛ ϦWŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜΣ ǘƻ ҘǇ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜϦΦ 
 
Koniunkcja  Ẓ 



tƻŘƻōƴƛŜΣ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŀƳƛΣ ǘƻ Ǉ Ẓ q jest odczytywane jako αǇ ƛ ǉέΦ ¢ƻ όƳȅƭŊŎƻύ ƴŀȊȅǿŀ 
ǎƛť ƪƻƴƛǳƴƪŎƧŊ p i q. ²ƛťŎ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜƳ ς αǘƻ jest zieloneέ , a q jest stwierdzeniem 
ς αǘƻ ƧŜǎǘ ƧŀōƱƪƻέ Σ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ p Ẓ q jest stwierdzeniem ς αWŜǎǘ ȊƛŜƭƻƴŜ ƛ ƧŜǎǘ ƧŀōƱƪƛŜƳέ  
CȊťǎǘƻ ǇƛǎȊŜƳȅ ǘƻ ǿ ƪǊƽǘǎȊŜƧ ŦƻǊƳƛŜΥ 
WŜǏƭƛ Ǉ Ґ αto jest greenέ  i q = αto jest ƧŀōƱƪƻέΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ p Ẓ q =έ¢ƻ ƧŜǎǘ ȊƛŜƭƻƴŜ ƛ ƧŜǎǘ ƧŀōƱƪƛŜƳΦέ 
- ²ȅǊŀȋƴƛŜ ǘƻ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ƻōŀ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΦ WŜǏƭƛ 
ƪǘƽǊŀƪƻƭǿƛŜƪ Ȋ ƴƛŎƘ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ŦŀƭǎŜΣ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ȊƱƻȍƻƴŀ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ŦŀƭǎŜΦ .ťŘȊƛŜ ǘƻ ǇƻƳƻŎƴŜΣ 
ƧŜǏƭƛ ƳŀƳȅ ŘƻƪƱŀŘƴŊ ŘŜŦƛƴƛŎƧť  Ẓ ƛ ƳƻȍŜƳȅ ƧŊ ǳȊȅǎƪŀŏ ǇǊȊȅ ǳȍȅŎƛǳ ǘŀōŜƭƛ ǇǊŀǿŘȅΦ 
 

 
½ ǘŀōŜƭƛ н ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ǘƻ Ǉ Ẓ ǉ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΦ WŜǏƭƛ Ǉƛǎ ǘǊǳŜ ƛ 
q jest false, p Ẓ  ǉ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ 
 
Suma logiczna   ẓ 
 
tǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ ǘŜǊŀȊ ǇŀǘǊȊȅƳy na αƭǳōέΦ  ² ƭƻƎƛŎŜ ǳȍȅǿŀƳȅ Ǉ ẓ q jako symbolicznego sposobu 
pisania p lub q. Tabela prawdy w tym przypadku jest podana ǇƻƴƛȍŜƧ  
 

 
 
Ta wersja "lubϦΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ǇƻǇǳƭŀǊƴŀ ǿ ƭƻƎƛŎŜΣ jest ŎȊŀǎŀƳƛ ƻƪǊŜǏƭŀƴŀ Ƨŀƪƻ ϦǿƱŊŎȊƴƛŜ lub", 
ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƳƻȍŜƳȅ ƳƛŜŏ Ǉ ẓ q  ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜŘƴƻ Ȋ Ǉ ƛ ǉ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƭǳō ƧŜǏƭƛ ƻōŀ ǎŊ 
ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΦ aƻȍƴŀ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ ǿȅƱŊŎȊƴƻǏŏ ƭǳōΣ ǇƻǿƛŜŘȊƳȅ Ḵ, posiadaƧŊŎ ǘŀōŜƭť  
prawdy 
 

 
 
Warunkowe ᵼ 
.ŀǊŘȊƛŜƧ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎȅƳ ƱŊŎȊƴƛƪƛŜƳ ƧŜǎǘ αƛƳǇƭƛƪŀŎƧŀέ ƧŜǏƭƛ p αƛƳǇƭƛƪǳƧŜέ ǉΦ aƻȍƴŀ ǘƻ ƴŀǇƛǎŀŏ ƴŀ 
ǿƛŜƭŜ ǎǇƻǎƻōƽǿΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 



*  p implikuje q 
*  WŜǏƭƛ ǇΣ wtedy q 
*  ǉΣ ƧŜǏƭƛ Ǉ 
* Ǉ ƧŜǎǘ ǿŀǊǳƴƪƛŜƳ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎȅƳ Řƻ ǉ 
WŜǎǘŜƳ ǇŜǿƛŜƴΣ ȍŜ ƳƻȍŜǎȊ ǿȅƳȅǏƭƛŏ ƛƴƴŜ ǿŀǊƛŀƴǘȅΦ ¦ȍȅƧŜƳȅ ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŜƧ ŦƻǊƳȅ Ǉᵼq, a tabela 
prawdy dla naszej definicji podana jest w tabeli 
 

 
 
/ȊŀǎŀƳƛ ƴŀȊȅǿŀƳȅ Ǉ ƘƛǇƻǘŜȊŊ ƛ ǉ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧŊ ƭǳō ƪƻƴƪƭǳȊƧŊΦ ²ƛŜƭŜ ƻǎƽō ǳǿŀȍŀΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǘƻ 
ƳȅƭŊŎŜΣ ƎŘȅ ŎȊȅǘŀ ǎƛťΣ ȍŜ  αǇ ǘȅƭƪƻ ƧŜǏƭƛ ǉέ  ƧŜǎǘ ǘȅƳ ǎŀƳȅƳΣ Ŏƻ ϦWŜǏƭƛ Ǉ wtedy qέΦ ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ αp 
ǘȅƭƪƻ ƧŜǏƭƛ ǉέ ƳƽǿƛΣ ȍŜ Ǉ ƴƛŜ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƎŘȅ ǉ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƛƴƴȅƳƛ ǎƱƻǿȅΣ 
ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜΣ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ŀƭŜ ǉ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ YƛŜŘȅ Ǉ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜ ǉ 
ƳƻȍŜ ōȅŏ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ ƭǳō ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ aǳǎƛǎȊ ƳƛŜŏ ǏǿƛŀŘƻƳƻǏŏΣ ȍŜ αǉ ǘȅƭƪƻ ƧŜǏƭƛ Ǉέ NIE jest 
ǎǇƻǎƻōŜƳ ǿȅǊŀȍŀƴƛŀ p ᵼ  ǉΦ ²ƛŘȊƛƳȅ ǘƻ ǇǊȊŜȊ ǎǇǊŀǿŘȊŜƴƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇǊŀǿŘȅΦ ²ŀǊǘƻǏŏ ǇǊŀǿŘȅ 
w wierszu 3 tabeli ǇƻƴƛȍǎȊŜƧ ƧŜǎǘ ƪǊȅǘȅŎȊƴŊ ǊƽȍƴƛŎŊΦ aƻȍŜǎȊ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏΣ ŎȊȅ αҘǇ ẓ qέ jest 
ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜ Ǉ ᵼǉΣ ǇŀǘǊȊ ǘŀōŜƭŀ ǇƻƴƛȍŜƧ 
 

 
 
½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƴŀǎȊŀ ŘŜŦƛƴƛŎƧŀ ƛƳǇƭƛƪŀŎƧƛ ƧŜǎǘ ǎȊŜǊǎȊŀ ƴƛȍ ȊǿȅƪƱŜ ǳȍȅŎƛŜΦ 
 
½ŀȊǿȅŎȊŀƧ ƳƻȍŜǎȊ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏ 
αƧŜǏƭƛ ǎƱƻƵŎŜ ǏǿƛŜŎƛ ŘȊƛǎƛŀƧΣ ōťŘȊƛŜƳȅ ƳƛŜƭƛ ƎǊƛƭƭΦέ 
IƛǇƻǘŜȊŀ ƛ ƪƻƴƪƭǳȊƧŀ ǿƛŊȍŊ ǎƛť ǿ ƧŀƪƛǏ ǎŜƴǎƻǿƴȅ ǎǇƻǎƽōΣ ŀ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ŎƘȅōŀ 
ȍŜ ƧŜǎǘ ǎƱƻƴŜŎȊƴƛŜ ƛ ƴƛŜ ƳŀƳȅ ƎǊƛƭƭŀΦ ² ǇǊȊŜŎƛǿƛŜƵǎǘǿƛŜ Řƻ ƻǏǿƛŀŘŎȊŜƴƛŀ 
αWŜǏƭƛ ǎƱƻƵŎŜ ǏǿƛŜŎƛ ŘȊƛǎƛŀƧΣ мф ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ǇƛŜǊǿǎȊŊέ 
ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Ȋ ŘŜŦƛƴƛŎƧƛ ƛƳǇƭƛƪŀŎƧƛΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ǿƴƛƻǎŜƪ ƧŜǎǘ ȊŀǿǎȊŜ ǇǊŀǿŘȊƛǿȅΣ ōŜȊ ǿȊƎƭťŘǳ 
ƴŀ ǘƻΣ ŎȊȅ ƧŜǎǘ ǎƱƻƴŜŎȊƴƛŜΣ ŎȊȅ ǘŜȍ ƴƛŜΦ WŜǏƭƛ ǿŜȋƳƛŜƳȅ ǇƻŘ ǳǿŀƎť 
α ƧŜǏƭƛ ǎƱƻƵŎŜ Ǐwieci dzisiaj 8 to ƭƛŎȊōŀ ǇƛŜǊǿǎȊŀέ 
hǏǿƛŀŘŎȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ŦŀƱǎȊȅǿŜΣ ƧŜǏƭƛ ŘȊƛǎƛŀƧ ƧŜǎǘ ǎƱƻƴŜŎȊƴƛŜΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ у ƴƛƎŘȅ ƴƛŜ ōťŘȊƛŜ 
ƭƛŎȊōŊ ǇƛŜǊǿǎȊŊΦ WŜŘƴŀƪ ŎŀƱŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƎŘȅ ǎƱƻƵŎŜ ƴƛŜ ǏǿƛŜŎƛ ŘȊƛǎƛŀƧΣ ƳƛƳƻ 
ȍŜ у ƴƛƎŘȅ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇƛŜǊǿǎȊŜΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƴƛŜ ōťŘȊƛŜƳȅ ǿȅŘŀǿŀŏ ǘŀƪƛŎƘ ƻǏǿƛŀŘŎȊŜƵ ǿ 
ǇǊŀǿŘȊƛǿȅƳ ȍȅŎƛǳΦ 
 
wƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŏ   



½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ŘǿƻƳŀ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŀƳƛΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ ϦǇ ƧŜǏƭƛ ƛ ǘȅƭƪƻ ƧŜǏƭƛ ǉέ nazywa 
ǎƛť ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛŊ ƛ i oznaczane przez p   ǉ ƭǳō ƛŦŦΦ ¢ŀƪΣ ǎŊ Řǿa fΩȅ! Jest to prawdziwe tylko 
ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ Ǉ ƛ ǉ ƳŀƧŊ ǘŜ ǎŀƳŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƭƻƎƛŎȊƴŜΣ ǘƧΦ gŘȅ ƻōŀ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ ƭǳō ƻōŀ ǎŊ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ 
aƻȍŜǎȊ ǘŀƪȍŜ ǎǇƻǘƪŀŏ ǎƛť Ȋ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƪƛŜƳ 
*  p iff q 
*  Ǉ ƧŜǎǘ ƪƻƴƛŜŎȊƴŜ ƛ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎŜ Řƭŀ ǉ 
¢ŀōŜƭŀ ǇǊŀǿŘȅ ȊƻǎǘŀƱŀ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛƻƴŀ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǇƻƴƛȍŜƧΦ  
 

 
 
bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ƳƻȍŜƳȅ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏΣ ȍŜ  ƳƻȍŜǎȊ ǿŜƧǏŏ ƴŀ ƳŜŎȊ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ƪǳǇƛǎȊ ōƛƭŜǘΦ ¢ŜƎƻ 
ǊƻŘȊŀƧǳ ƪƻƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇƻǿǎȊŜŎƘƴŀ ǿ ȊǿȅƪƱȅƳ ƧťȊȅƪǳ ƛ ŎȊťǎǘƻ ǘǊǳŘƴƻ ƧŜǎǘ ȊŘŜŎȅŘƻǿŀŏΣ 
czy ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŏ ƧŜǎǘ ŘƻǊƻȊǳƳƛŀƴŜ ǿ ȊǿȅƪƱej mowie. W matematyce lub informatyce musi 
ōȅŏ Ƨŀǎƴe, czy ƳŀǎȊ Řƻ ŎȊȅƴƛŜƴƛŀ Ȋ ƛƳǇƭƛƪŀŎƧŊ Ǉ  ᵼ q czy ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛŊ  p q 
 
hŘǿǊƻǘƴƻǏŏ Σ ǇǊȊŜŎƛǿǎǘŀǿƴƻǏŏ ƛ ŜƭŜƳŜƴǘ ƻŘǿǊƻǘƴȅ  
 
[ƻƎƛƪŀ ȊŘŀƴƛƻǿŀ Ƴŀ ǿƛŜƭŜ ǘŜǊƳƛƴƽǿΦ ²ƛťŎ ƧŜǏƭƛ p  ᵼ q wtedy 
 
*  q ᵼ Ǉ ƧŜǎǘ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŎƛŊΦ 
* q ᵼ p jest ǇǊȊŜŎƛǿǎǘŀǿƴƻǏŎƛŊ 
*  p ᵼ q jest elementem odwrotnym 
 
Tabele prawdy 
 
tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ƧŜǎǘ ƻŎȊȅǿƛǎǘŜΣ ȍŜ ǎǘŀǊŀƳȅ ǎƛť ǳȍȅŏ ƭƻƎƛƪƛΣ ŀōȅ ǇƻƳƽŎ ƴŀƳ ǿ ǎǇǊŀǿŘȊŀƴƛǳ 
ŀǊƎǳƳŜƴǘƽǿΦ aŀƳȅ ƴŀŘȊƛŜƧťΣ ȍŜ ōťŘȊƛŜƳȅ ǿ ǎǘŀƴƛŜ ǇǊȊŜǘƱǳƳŀŎȊȅŏ z ƧťȊȅƪ ludzkiego na 
ǎȅƳōƻƭŜΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎΣ ƧŜǏƭƛ Ǉ ƧŜǎǘ ϦWƻƘƴ ǳŎȊȅ ǎƛť ƎƻǘƻǿŀŏϦΣ ŀ ǉ ǘƻ ϦWƻƘƴ ȊƴŀƧŘȊƛŜ ǇǊŀŎťϦΣ ŀ wtedy 
p ᵼ ǉ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŜ αWŜǏƭƛ WƻƘƴ ǳŎȊȅ ǎƛť Ǝƻǘƻǿŀŏέ a potem αWƻƘƴ ȊƴŀƧŘȊƛŜ ǇǊŀŎťέΣ  W takich 
problemach, ǘŀōƭƛŎŀ ǇǊŀǿŘȅΣ ŎƘƻŏ ƪƱƻǇƻǘƭƛǿŀΣ ƳƻȍŜ ōȅŏ ōŀǊŘȊƻ ǇƻƳƻŎƴŀ ǿ ȊŀǇŜǿƴƛŜƴƛǳ 
ƳŜŎƘŀƴƛŎȊƴŜƎƻ ǎǇƻǎƻōǳ ǎǇǊŀǿŘȊŀƴƛŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇǊŀǿŘȊƛǿȅŎƘ ŀǊƎǳƳŜƴǘƽǿΦ !ōȅ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ 
ǘŀōŜƭŜ Řƭŀ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ȊƱƻȍƻƴȅŎƘΣ ǘŀƪƛŎƘ Ƨŀƪ Ǉ ẓ q ᵼ (p Ẓ ǉύΣ ƳǳǎƛƳȅ Ȋŀǎǘŀƴƻǿƛŏ ǎƛť ƴŀŘ 
ƪƻƭŜƧƴƻǏŎƛŊ ǿȅƭƛŎȊŀƴƛŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǇǊŀǿŘȅ ǎȅƳōƻƭƛΦ ¢ŀōŜla ǇƻƴƛȍǎȊŀ ǇƻŘŀƧŜ ƪƻƭŜƧƴƻǏŏ 
ǇƛŜǊǿǎȊŜƵǎǘǿŀΦ 
 

 
 



²ƛťŎ ƴŜƎǳƧŜƳȅ ƴŀƧǇƛŜǊǿΣ ǇƻǘŜƳ ƛ ǘŀƪ ŘŀƭŜƧΦ tƻŘƻōƴƛŜ Ƨŀƪ ǿ ŀƭƎŜōǊȊŜΣ ǳȍȅǿŀƳȅ ǊƽǿƴƛŜȍ 
ƴŀǿƛŀǎƽǿΣ ŀōȅ ǿǎƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ƴŀƧǇƛŜǊǿ ƻŎŜƴƛŀƳȅ ǘŜǊƳƛƴȅ ǿ ƴŀǿƛŀǎŀŎƘΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ Řƭŀ όǇ ẓ q) Ẓ r 
ƴŀƧǇƛŜǊǿ ƻŎŜƴƛŀƳȅ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ ǿ ƴŀǿƛŀǎŀŎƘ όǇ ẓq). A zatem 
 

 
 
YƭǳŎȊƻǿŊ ƪǿŜǎǘƛŊ ŘƻǘȅŎȊŊŎŊ ǘǿƛŜǊŘȊŜƵ ƭƻƎƛŎȊƴȅŎƘ ƛ ǘŀōŜƭ ǇǊŀǿŘȅ ƧŜǎǘΥ 5ǿa twierdzenia 
ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŜ ǎŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜΣ ƧŜǏƭƛ ƳŀƧŊ ǘť ǎŀƳŊ ǘŀōŜƭť ǇǊŀǿŘȅΦ ŀ ŘǿƛŜ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŜ Ǉм ƛ Ǉн ǎŊ 
ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜΣ zapiszemy p1   p2. ¢ŀƪ ǿƛťŎΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘΣ instrukcje  
 (p ẓ q) Ẓ p i    p  Ẓ q  
ǎŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜΦ aƻȍŜƳȅ ǘƻ ǿȅŘŜŘǳƪƻǿŀŏ Ȋ ǘŀōŜƭ ǇǊŀǿŘȅΣ  
 

 
 
/ȊȅǘŜƭƴƛƪ ƳƻȍŜ ǳȍȅŏ ǘŀōŜƭƛ ǇǊŀǿŘȅΣ ŀōȅ ȊǿŜǊȅŦƛƪƻǿŀŏ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ Ǌƽǿƴƻǿŀȍƴƛƪƛ 
 

 
 
aƻȍƴŀ ǳƴƛƪƴŊŏ Ǉƛǎŀƴƛŀ ǘŀōŜƭ ǇǊŀǿŘȅ ǿ ǘŀōŜƭƛ ǇƻǿȅȍǎȊŜƧ ƛ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏ ǇƛŜǊǿǎȊŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŏ 
ǿ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽōΥ 
p  ẓ ǉ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿŜ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ƻōŀ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ ½ŀǘŜƳ (p ẓ q) jest prawdziwe 
ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ƻōŀ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ tƻŘƻōƴƛŜΣ p Ẓ q jest prawdziwe tylko wtedy, gdy 
oba p i q ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ Ŏƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ Ǉ ƛ ǉ ǎŊ ŦŀƱǎȊȅǿŜΦ 5ƻǿƻŘȊƛ ǘƻ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛ. 
 
0ǿƛŎȊŜƴƛŜ 
Skonstruuj tabele prawdy dla 
 



 
 
Argumenty 
{ǇƽƧǊȊƳȅ  ǘŜǊŀȊ ƴŀ ƭƻƎƛŎȊƴŜ ŀǊƎǳƳŜƴǘȅ ƛ ȊŀŎȊȅƴŀƳȅ ƻŘ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ ŘŜŦƛƴƛŎƧƛΦ 5ŜŦƛƴƛŎƧŀΥ 
ω InstrukcjaΣ ƪǘƽǊa zawsze jest prawdziwaΣ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŊΦ 
ω InstrukcjaΣ ƪǘƽǊa ȊŀǿǎȊŜ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿaΣ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŎƛŊΦ 
¢ŀƪ ǿƛťŎ instrukcja jest 
1. TautologiŊΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜƧ ǘŀōŜƭŀ ǇǊŀǿŘȅ ƴƛŜ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ CΦ 
нΦ {ǇǊȊŜŎȊƴƻǏŎƛŊΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜƎƻ ǘŀōŜƭŀ ǇǊŀǿŘȅ ƴƛŜ Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ¢Φ 
½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƳƻȍŜǎȊ ȊƴŀƭŜȋŏ ƴƛŜƪǘƽǊȅŎƘ ǇƛǎŀǊȊȅΣ ƪǘƽǊȊȅ ǘǿƛŜǊŘȊŊΣ ȍŜ ŦƻǊƳǳƱŀ όǿ ǊŀŎƘǳƴƪǳ ȊŘŀƵΣ 
ƪǘƽǊȅ ǿƱŀǏƴƛŜ ƻǇƛǎŀƭƛǏƳȅύ ƧŜǎǘ poprawnaΣ ȊŀƳƛŀǎǘ ǳȍȅǿŀŏ ǘŜǊƳƛƴǳ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŀΦ {ȅƳōƻƭ Ṻ A jest 
ŎȊťǎǘƻ ǳȍȅǿŀƴŜ Ƨŀƪƻ ǎƪǊƽǘ Řƭŀ Ϧ! ƧŜǎǘ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŊϦ ƭǳō Ϧ! ƧŜǎǘ poprawne". 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
1. Instrukcja pẓ ҘǇ ƧŜǎǘ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŊΣ ŀ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ǇẒ ҘǇ ƧŜǎǘ ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŎƛŊΦ 
2. Instrukcja ((p ẓ q)  Ẓ p) ᵾ p jest tautƻƭƻƎƛŊΦ 
оΦ 5ǿƛŜ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŜ Ǉм ƛ Ǉн ǎŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴŜΣ ƎŘȅ Ǉм  ᵾ Ǉн ǘƻ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŀΣ ŀ ǿƛťŎ Ǉм p2 gdy p1  
ᵾ p2 to tautologia. 
5ŜŦƛƴƛŎƧŀ мΥ .ƛƻǊŊŎ ǇƻŘ ǳǿŀƎť Řǿŀ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ Ǉм ƛ Ǉн ƳƽǿƛƳȅΣ ȍŜ Ǉм ƛƳǇƭƛƪǳƧŜ ǇнΣ ƧŜǏƭƛ Ǉм 
ᵼ p2 to tautologia. 
² ȍȅŎƛǳ ŎƻŘȊƛŜƴƴȅƳ ŎȊťǎǘƻ ǎǇƻǘȅƪŀƳȅ ǎƛť Ȋ ǎȅǘǳŀŎƧŀƳƛΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ǿȅŎƛŊƎŀƳȅ ǿƴƛƻǎƪƛ ƴŀ 
ǇƻŘǎǘŀǿƛŜ ŘƻǿƻŘƽǿΦ ² ǎŀƭƛ ǎŊŘƻǿŜƧ ƭƻǎ ƻǎƪŀǊȍƻƴŜƎƻ ƳƻȍŜ ȊŀƭŜȍŜŏ ƻŘ ƻōǊƻƴȅΣ ŘƻǿƻŘȊŊŎΣ ȍŜ 
ŀǊƎǳƳŜƴǘȅ ǎǘǊƻƴȅ ǇǊȊŜŎƛǿƴŜƧ ƴƛŜ ǎŊ ǿŀȍƴŜΦ ¢ȅǇƻǿŜ ȊŀŘŀƴƛŜ ǿ ǘŜƻǊƛƛ ƴŀǳƪƛ ƳŀƧŊ ƭƻƎƛŎȊƴƛŜ 
ǿȅŎƛŊƎŀŏ ǿƴƛƻǎƪƛ Ȋ ŘŀƴȅŎƘ ǇǊȊŜǎƱŀƴŜƪΦ ¢ƻ ƧŜǎǘ ȊŀǇŜǿƴƛŜƴƛŜ ȊŀǎŀŘ Řƻ ǿƴƛƻǎƪƻǿŀƴƛŀΦ 
bŀǳƪƻǿƛŜŎ ƳƻȍŜ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏ 
ϦWŜǏƭƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ǘƻ ƳŀƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǿƴƛƻǎŜƪϦΦ 
² ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō ǘǿƛŜǊŘȊŊΣ ȍŜ ǿŀǊǳƴƪƻǿŜ 
ϦWŜǏƭƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ǘƻ ƳŀƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ wniosek" 
ƧŜǎǘ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŊΣ ƭǳō ȍŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ǎǳƎŜǊǳƧŊ ƧŜƎƻ κ ƧŜƧ ȊŀǿŀǊŎƛŜΦ WŜǏƭƛ ƧŜƎƻ ǊƻȊǳƳƻǿŀƴƛŜ ƧŜǎǘ 
ǇƻǇǊŀǿƴŜΣ ƳƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ƧŜƎƻ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ǿŀȍƴȅΦ 
5ŜŦƛƴƛŎƧŀ нΥ ²ŀǊǳƴŜƪ ŦƻǊƳȅ όƪƻƴƛǳƴƪŎƧŀ ȊŘŀƵύ ƛƳǇƭƛƪǳƧŜ ŎΣ ƎŘȊƛŜ Ŏ ƧŜǎǘ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŊΣ jest nazywany 
argumentem. Symbolicznie  
 p1, p2,. . . , pm ᵼ c  
Instrukcje w koniunkcji  po lewej stronie warunkǳ ǎŊ ƴŀȊȅǿŀƴŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪŀƳƛ , natomiast c 
ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ǿƴƛƻǎƪƛŜƳΦ !ǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ǿŀȍƴȅΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜǎǘ ǘƻ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛŀΣ ǘƻ ȊƴŀŎȊȅΣ ƧŜǏƭƛ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ 
ƛƳǇƭƛƪǳƧŊ ƪƻƴƪƭǳȊƧť όƪŀȍŘŀ ƭƛƴƛŀ ǘŀōŜƭƛ ǇǊŀǿŘȅ ǘƻ ¢ύΣ ǿ ǇǊȊŜŎƛǿƴȅƳ ǊŀȊƛŜ ƧŜǎǘ ƴƛŜǿŀȍƴŀΦ ²ƛťŎ 
ƳƻȍŜƳȅ ƳƛŜŏ ŎƛŊƎ ǇǊȊŜǎƱŀƴŜƪ Ǉ1, p2, p3,. . . , pmΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƧ Ŏ ƧŜǎǘ ǇƻǇǊŀǿƴŊ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧŊΣ 
symbolicznie 
p1, p2, p3,. . . , pm Ṻ  c 



 
tƻǿƛƴƛŜƴŜǏ ǇŀƳƛťǘŀŏ ΣȍŜ  
мΦ {ǇǊȊŜŎȊƴƻǏŏ ƪƛƭƪǳ ȊŘŀƵ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŀ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ǎŊ 
prawdziwe. 
нΦ ²ŀǊǳƴŜƪ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿȅ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛƪ όǇƻ ƭŜǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜύ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿȅΣ ŀ 
ƴŀǎǘťǇƴƛƪ όǇƻ ǇǊŀǿŜƧ ǎǘǊƻƴƛŜύ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿȅΦ 
оΦ 5ƭŀǘŜƎƻ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ƴƛŜǿŀȍƴȅ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǎȅǘǳŀŎƧŀΣ ǿ ƪǘƽǊŜƧ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ 
ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ŀƭŜ ǿƴƛƻǎŜƪ ƧŜǎǘ ŦŀƱǎȊȅǿȅΦ WŜǏƭƛ ǘŀƪŀ ǎȅǘǳŀŎƧŀ ƴƛŜ ƳƻȍŜ ǿȅǎǘŊǇƛŏΣ 
ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ǿŀȍƴȅΦ 
0ǿƛŎȊŜƴƛŜ ǎΥ 
мΦ /Ȋȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿȅΚ 
Wszystkie ptaki to ssaki, a dziobak to ptak. Dlatego teȍ dziobak jest ssakiem. 
½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ƳƻƎŊ ōȅŏ ōƱťŘƴŜΣ ŀƭŜ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŜ ƴŀǎ ŀǊƎǳƳŜƴǘΦ 
нΦ bŀǎȊƪƛŎǳƧΣ Ƨŀƪ ƳƻȍŜǎȊ ǇƻƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ǇƻƴƛȍǎȊŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ƻȊƴŀŎȊŀƧŊΣ ȍŜ ϦǇŀŘŀƱƻϦΦ ¦ǿŀȍŀƧΣ ǘƻ 
ƧŜǎǘ Řǳȍŀ ǘŀōƭƛŎŀ ǇǊŀǿŘȅΣ ǿƛťŎ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ƴŀƧƭŜǇƛŜƧ ƧŜǎǘ ǳǇŜǿƴƛŏ ǎƛťΣ ȍŜ ǊƻȊǳƳƛŜǎȊ ǘť 
ƳŜǘƻŘťΦ 
WŜǏƭƛ ƴƛŜ ǇŀŘŀƱƻ ƭǳō ƴƛŜ ōťŘȊƛŜ ƳƎƭƛǏŎƛŜ, regaty odbťŘŊ ǎƛťΣ ŀ ŘŜƳƻƴǎǘǊŀŎƧŀ ǎȊŀƭǳǇȅ ōťŘȊƛŜ 
ƪƻƴǘȅƴǳƻǿŀƴŀΦ WŜǏƭƛ ǊŜƎŀǘȅ ƻŘōťŘŊ ǎƛť, wtedy trofeum zostanie przyznane  
 i  
ǘǊƻŦŜǳƳ ƴƛŜ ȊƻǎǘŀƱƻ ǇǊȊȅȊƴŀƴŜΦ 
3. WyƪŀȍΣ ȍŜ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿƛŘƱƻǿȅΦ 
.ƭƻŘǿƛƴ Ŏƛťȍƪƻ ǇǊŀŎǳƧŜΦ WŜǏƭƛ .ƭƻŘǿƛƴ Ŏƛťȍƪƻ ǇǊŀŎǳƧŜΣ ǘƻ ƧŜǎǘ ƴǳŘƴŊ ŘȊƛŜǿŎȊȅƴŊΦ WŜǏƭƛ .ƭƻŘǿƛƴ 
ƧŜǎǘ ƴǳŘƴŊ ŘȊƛŜǿŎȊȅƴŊΣ ƴƛŜ ŘƻǎǘŀƴƛŜ ǇǊŀŎȅΣ ǿƛťŎ .ƭƻŘǿƛƴ ƴƛŜ ŘƻǎǘŀƴƛŜ ǇǊŀŎȅΦ  
 
5ƻ ǘŜƧ ǇƻǊȅ ǳȍȅǿŀƭƛǏƳȅ ǘȅƭƪƻ ǘŀōƭƛŎ ǇǊŀǿŘȅΣ ŀōȅ ƻƪǊŜǏƭƛŏ ǿŀȍƴƻǏŏ ŀǊƎǳƳŜƴǘƽǿ ǇƻŘŀƴȅŎƘ ǿ 
ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŜƧ ŦƻǊƳƛŜΦ aƻȍŜƳȅ ƧŜŘƴŀƪ ȊǊƻōƛŏ ǘƻ ǎŀƳƻ Ȋ ƛƴƴȅƳƛ ŀǊƎǳƳŜƴǘŀƳƛΣ ƴŀƧǇƛŜǊǿ 
ǇǊȊŜǇƛǎǳƧŊŎ ƧŜ ǿ ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŜƧ ŦƻǊƳƛŜΦ ½ƛƭǳǎǘǊƻǿŀƴƻ ǘƻ ǿ ǇƻƴƛȍǎȊȅƳ ǇǊȊȅƪƱŀŘȊƛŜΦ  
 
!ƭōƻ ǇƽƧŘť Řƻ ŘƻƳǳΣ ŀƭōƻ Ȋƻǎǘŀƴť ƛ ƴŀǇƛƧť ǎƛťΦ bƛŜ ǿǊƽŎť Řƻ ŘƻƳǳΦ 5ƭŀǘŜƎƻ ȊƻǎǘŀƧť ƛ ǇƛƧťΦ  
 
tǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ Ǉ Ґ ²ǊƽŎť Řƻ ŘƻƳǳ ƛ ǉ Ґ ½ƻǎǘŀƴť ƛ ƴŀǇƛƧť ǎƛťΦ !ǊƎǳƳŜƴǘŜƳ ƧŜǎǘ ҘǇ ᵼ q 
 

 
 
Z tabeli prawdy ƳŀƳȅ CΣ ǿƛťŎ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ƴƛŜǿŀȍƴȅΣ ƴƛŜ ƳŀƳȅ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛƛΦ tƻŘǎǳƳƻǿǳƧŜƳȅ 
ǇǊƻŎŜǎ ƻƪǊŜǏƭŀƴƛŀ ǿŀȍƴƻǏŎƛ ŀǊƎǳƳŜƴǘƽǿ ǿ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽōΦ 
 
нΦлΦп !ƴŀƭƛȊŀ ŀǊƎǳƳŜƴǘƽǿ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǘŀōŜƭ ǇǊŀǿŘȅ 
 
*  YǊƻƪ мΥ tǊȊŜǘƱǳƳŀŎȊ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ƛ ǿƴƛƻǎƪƛ na ǎȅƳōƻƭƛŎȊƴŊ ŦƻǊƳťΦ 
*  Krok 2Υ bŀǇƛǎȊ ǘŀōŜƭť ǇǊŀǿŘȅ Řƭŀ ǇǊȊŜǎƱŀƴŜƪ ƛ ǿƴƛƻǎƪƽǿΦ 



*  YǊƻƪ оΥ ¦ǎǘŀƭΣ ŎȊȅ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǿƛŜǊǎȊΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪƛ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ŀ ǿƴƛƻǎŜƪ ƧŜǎǘ 
ŦŀƱǎȊȅǿȅΦ WŜǏƭƛ ǘŀƪΣ ŀǊƎǳƳŜƴǘ ƧŜǎǘ ƴƛŜǿŀȍƴȅΣ ǿ ǇǊȊŜŎƛǿƴȅƳ ǊŀȊƛŜ ƧŜǎǘ ǿŀȍƴȅΦ 
 
WŜŘƴŀƪ ǘŀōƭƛŎŀ ǇǊŀǿŘȅ ƳƻȍŜ ǎǘŀŏ ǎƛť ƴƛŜǇƻǊťŎȊƴŀΣ ƧŜǏƭƛ ƳŀƳȅ ƪƛƭƪŀ ǇǊȊŜǎƱŀƴŜƪΦ wƻȊǿŀȍ 
ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ 
 

 
 
.ƛƻǊŊŎ ǇƻŘ ǳǿŀƎťΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ǇΣ ǉ ƛ ǊΣ ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜƳȅ у ǿƛŜǊǎȊȅ όн3ύ ǿ ƴŀǎȊŜƧ ǘŀōŜƭƛΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ 
ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜƳȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƪƻƳōƛƴŀŎƧƛ ǇΣ ǉ ƛ ǊΦ WŜǏƭƛ ǇǊȊŜŀƴŀƭƛȊǳƧŜƳȅ ǿƛŜǊǎȊ о ǿ ǘŀōŜƭƛ , 
ȊƻōŀŎȊȅƳȅΣ ȍŜ ƪƛŜŘȅ ǇΣ ǊΣ όǇ Ẓ q) Ҧ ҘǊ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ όƳƻȍŜƳȅ ȊƛƎƴƻǊƻǿŀŏ ǉύΣ ǿǘŜŘȅ ǿȅƴƛƪ Ҙq 
ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿȅ ƛ ƳŀƳȅ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛťΦ 
 

 
 
½ŀƱƽȍƳȅ ǘŜǊŀȊΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ǇΣ ǉΣ ǊΣ ǎ ƛ ǘΦ bŀǎȊŀ ǘŀōŜƭŀ ōťŘȊƛŜ ƳƛŀƱŀ н5 Ґ он ǿƛŜǊǎȊŜΦ ²ŜȋƳȅ Ƨŀƪƻ 
ǇǊȊȅƪƱŀŘΥ 
WŜǏƭƛ ƧǳǘǊƻ ǇƽƧŘť ƴŀ ƳƻƧŊ ǇƛŜǊǿǎȊŊ ƭŜƪŎƧťΣ ƳǳǎȊť ǿǎǘŀŏ ǿŎȊŜǏƴƛŜΣ ŀ ƧŜǏƭƛ ǇƽƧŘť ŘȊƛǎƛŀƧ ƴŀ ǘŀƵŎŜΣ 
ǿǎǘŀƴť ǇƽȋƴƻΦ WŜǏƭƛ ǎƛť nie ǎǇƽȋƴƛť i wstanť ǿŎȊŜǏƴƛŜΣ ōťŘť ȊƳǳǎȊƻƴȅ Řƻ ŜƎȊȅǎǘƻǿŀƴƛŀ ǘȅƭƪƻ 
ǇǊȊŜȊ Ǉƛťŏ ƎƻŘȊƛƴ ǎƴǳΦ bƛŜ ƳƻƎť ƳƛŜŏ  Ǉƛťŏ ƎƻŘȊƛƴ ǎƴǳΦ 5ƭŀǘŜƎƻ ƳǳǎȊť ŀƭōƻ ƧǳǘǊƻ ƻǇǳǏŎƛŏ ƳƻƧŊ 
ǇƛŜǊǿǎȊŊ ƭŜƪŎƧťΣ ŀƭōƻ ƴƛŜ ǇƽƧǏŏ Řƻ ǘŀƵŎŀΦ 
 
ω bƛŜŎƘ Ǉ ōťŘȊƛŜ ϦWǳǘǊƻ ǇƽƧŘť ƴŀ ǇƛŜǊǿǎȊŊ ƭŜƪŎƧť" 
ω bƛŜŎƘ ǉ ōťŘȊƛŜ ϦaǳǎȊť ǿǎǘŀŏ ǿŎȊŜǏƴƛŜϦ 
ω bƛŜŎƘ Ǌ ōťŘȊƛŜ ϦLŘť  na ǘŀƵŎe" 
ω bƛŜŎƘ ǎ ōťŘȊƻ ϦbƛŜ ǎǇƽȋƴƛŀƳ ǎƛťϦΦ 
ω bƛŜŎƘ ǘ ϦaƻƎť ƳƛŜŏ Ǉƛťŏ ƎƻŘȊƛƴ ǎƴǳϦΦ 
tǊȊŜǎƱŀƴƪƛ to  

 
a wniosek to  ҘǇ ẓ Ҙr ¦ŘƻǿƻŘƴƛƳȅΣ ȍŜ  ҘǇ ẓ Ҙr jest poprawnym ǎƪǳǘƪƛŜƳ ǇǊȊŜǎƱŀƴŜƪΦ 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƳƻƎƭƛōȅǏƳȅ ƴŀǇƛǎŀŏ ǘŀōŜƭť ǇǊŀǿŘȅΣ ŀƭŜ ƳƻȍŜƳȅ ǎǘŀǊŀŏ ǎƛť ōȅŏ ǎǇǊȅǘƴƛΦ 
мΦ tƻŘŜƧƳƛƧ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧť  ҘǇ ẓ Ҙr ƛ ǇǊȊȅƧƳƛƧΣ ȍŜ ƧŜǎǘ C![{9Φ 
нΦ ²ǘŜŘȅ ƻōŀ Ǉ ƛ Ǌ ƳǳǎȊŊ ōȅŏ tw!²5+. 
оΦ tƛŜǊǿǎȊŜ ǇǊȊŜǎƱŀƴƛŜ όǇ ᵼ q) Ẓ (r ᵼ ǘύ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǉ ƛ ǘ ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΦ 
пΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ  t ǘƻ ǇǊŀǿŘŀΣ ŀ ƻǎǘŀǘƴƛŊ ǇǊȊŜǎƱŀƴƪŊ ƧŜǎǘ Ҙǘ ǇǊȊȅƧƳǳƧŊŎŜ tw!²5!Σ ǿƛťŎ ƳŀƳȅ 
ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŏΦ 



рΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ƴŀǎȊŜ ȊŀƱƻȍŜƴƛŜ ƧŜǎǘ poprawne. 
aȅǏƭťΣ ȍŜ ƳƻȍŜǎȊ ȊƎƻŘȊƛŏ ǎƛťΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǘƻ ƻ ǿƛŜƭŜ ƪǊƽǘǎȊȅ ŎȊŀǎ ƴƛȍ ǳȍȅǿŀƴƛŜ ǘŀōŜƭ ǇǊŀǿŘȅ ΗΦ 
0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
²ȅƪŀȍ ΣȍŜ 
 

 
 
5ƻŘŀƧŜƳȅ ǘŀōŜƭŜ ǘŀǳǘƻƭƻƎƛƛΣ ƪǘƽǊŜ ǇƻȊǿŀƭŀƧŊ ƴŀƳ ŜƭƛƳƛƴƻǿŀŏ ǿŀǊǳƴƪƻǿƻǏŏ i ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŏ. 
 

 

 
Formy Normalne 
 
Instrukcja jest dysjunktywnŊ formŊ normalnŊ ό5bCύΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜǎǘ ǘƻ dysjunkcja, tj. sekwencja  
ẓ ǎƪƱŀŘŀƧŊŎŀ ǎƛť Ȋ ƧŜŘƴŜƎƻ ƭǳō ǿƛťŎŜƧ ŘƛǎƧǳƴƪǘƽǿΦ YŀȍŘy dysjunkt to koniunkcja Ẓ,  jednego lub 
ǿƛťŎŜƧ ƭƛǘŜǊŀƱƽǿ όǘƻ ȊƴŀŎȊȅΣ ƭƛǎǘƽǿ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛ ƛ ƴŜƎŀŎƧƛ ƭƛǘŜǊ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 



 
 
Jednak Ҙ(p ẓ q) nie ƧŜǎǘ ǊƻȊƱŊŎȊƴŊ ƴƻǊƳŀƭƴŊ ŦƻǊƳŊ όҘ ƧŜǎǘ ȊŜǿƴťǘǊȊƴȅƳ ƻǇŜǊŀǘƻǊŜƳύ ŀƴƛ Ǉ ẓ 
(q Ẓ (r ẓ s) jak ẓ ƧŜǎǘ ǿŜǿƴŊǘǊȊ ẒΦ tǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎŜƴƛŜ ŦƻǊƳǳƱȅ ƴŀ 5bC ǿȅƳŀƎŀ ǳȍȅŎƛŀ ƭƻƎƛŎȊƴŜƧ 
ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛΣ ǘŀƪƛŜƧ Ƨŀƪ ǇƻŘǿƽƧƴŀ ƴŜƎŀǘȅǿƴŀ ŜƭƛƳƛƴŀŎƧŀΣ 5Ŝ tǊŀǿŀ aƻǊƎŀƴŀ ƛ ǇǊŀǿƻ 
rozdzielcze WǎȊȅǎǘƪƛŜ ŦƻǊƳǳƱȅ ƭƻƎƛŎȊƴŜ Ƴƻȍƴŀ ǇǊȊŜƪǎȊǘŀƱŎƛŏ ǿ ǊƻȊƱŊŎȊƴŜ ŦƻǊƳȅ ƴƻǊƳŀƭƴŜΣ ŀƭŜ 
ƪƻƴǿŜǊǎƧŀ Řƻ 5bC ƳƻȍŜ ŘƻǇǊƻǿŀŘȊƛŏ Řƻ ŜƪǎǇƭƻȊƧƛ ǊƻȊƳƛŀǊǳ ǿȅǊŀȍŜƴƛŀΦ 
CƻǊƳǳƱŀ ƧŜǎǘ ǿ koniuktywnej formie ƴƻǊƳŀƭƴŜƧ ŦƻǊƳƛŜ ό/bCύΣ ƧŜǏƭƛ ƧŜǎǘ ǇƻƱŊŎȊŜƴƛŜƳ ƪƭŀǳȊǳƭΣ 
gdzie klauzula jest ǇǊȊŜŎƛǿƛŜƵǎǘǿŜƳ ƭƛǘŜǊŀƱƽǿΦ ½ŀǎŀŘƴƛŎȊƻ ƳŀƳȅ ǘť ǎŀƳŊ ŦƻǊƳť Ŏƻ 5bCΣ ŀƭŜ 
ǳȍȅǿŀƳȅ Ẓ ǊŀŎȊŜƧ ƴƛȍ  ẓΦ Wŀƪƻ ƴƻǊƳŀƭƴŀ ŦƻǊƳŀ ƧŜǎǘ ǳȍȅǘŜŎȊƴŀ όǘŀƪ Ƨŀƪ 5bCύ ǿ ŘƻǿƻŘȊŜƴƛǳ 
ǘǿƛŜǊŘȊŜƵΦ ²ȅŎƘƻŘȊƛƳȅ Ȋ ǇŜǿƴȅƳƛ ƛŘŜŀƳƛΣ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ȊŀǊƽǿƴƻ ǿŀȍƴŜΣ Ƨŀƪ ƛ ǇƻǿǎȊŜŎƘƴŜ ǿ 
matematyce. 
 
ZaprȊŜŎȊŜƴƛŜ ƛ ȊƎƻŘƴƻǏŏ 
 
aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ zaprzeczenie ƧŜǎǘ ŦƻǊƳǳƱŊΣ ƪǘƽǊŀ ȊŀǿǎȊŜ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ CΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ Ǉ Ẓ ҘǇΦ 
bŀǎǘťǇƴƛŜ ȊŜǎǘŀǿ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧƛ Ǉ1, p2,. . . , pn ƧŜǎǘ ƴƛŜǎǇƽƧƴŜΣ ƧŜǏƭƛ Ƴƻȍƴŀ ǿȅŎƛŊƎƴŊŏ zaprzeczenie 
Ƨŀƪƻ ǿŀȍƴŊ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧť ǘŜƎƻ ȊōƛƻǊǳΦ  
p1, p2,. . . , pn ṻ q Ẓ Ҙǉ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ŦƻǊƳǳƱȅ ōΣ ƧŜȍŜƭƛ ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŏ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǿȅǇǊƻǿŀŘȊƻƴŀ Ƨŀƪƻ 
ǿŀȍƴŀ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧŀ p1, p2,. . . , pn ṻ q i Ҙǉ aŀǘŜƳŀǘȅƪŀ ƧŜǎǘ ǇŜƱƴŀ ŘƻǿƻŘƽǿ ǇǊȊŜȊ ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŏ 
ƭǳō wŜŘǳŎǘƛƻ ŀŘ ŀōǎǳǊŘǳƳ όƱŀŎ  ϦǊŜŘǳƪŎƧť Řƻ ŀōǎǳǊŘǳϦύΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ  
 
LǎǘƴƛŜƧŜ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊŜƴƛŜ ǿƛŜƭŜ ƭƛŎȊō ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘΦ  
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǘȅƭƪƻ ǎƪƻƵŎȊŜƴƛŜ ǿƛŜƭŜ ƭƛŎȊō ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǎŊ ǿȅƳƛŜƴƛƻƴŜ ǿ 
ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽōΥ ƴ1, n2. . . , pm.  wƻȊǿŀȍƳȅ ƭƛŎȊōť  
q = n1 Ҏ ƴ2 ҎΦ Φ Φ x pm + 1  
Wtedy ƭƛŎȊōŀ ǉ ƧŜǎǘ ŀƭōƻ ǇƛŜǊǿǎȊŀΣ ŀƭōƻ ȊƱƻȍƻƴŀΦ WŜǏƭƛ ǇƻŘȊƛŜƭƛƳȅ ƪǘƽǊŊǏ Ȋ ǿȅƳƛŜƴƛƻƴȅŎƘ ƭƛŎȊō 
ǇƛŜǊǿƛŀǎǘƪƽǿ ƴi ƴŀ ǉΣ ǿȅƴƛƪ ōťŘȊƛŜ ǿȅƴƻǎƛƱ м Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ƛ Ґ мΣ нΣ ΦΦΦΣ Ƴ. ² ȊǿƛŊȊƪǳ Ȋ ǘȅƳ ǉ ƴƛŜ 
ƳƻȍŜ ōȅŏ ȊƱƻȍƻƴŜΦ ²ƴƛƻǎƪǳƧŜƳȅΣ ȍŜ ǉ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ǇƛŜǊǿǎȊŊΣ ŀ ƴƛŜ ƧŜŘƴŊ z liczb pierwszych 
ǿȅƳƛŜƴƛƻƴȅŎƘ ǇƻǿȅȍŜƧΣ Ŏƻ ƧŜǎǘ ǎǇǊȊŜŎȊƴŜ Ȋ ƴŀǎȊȅƳ ȊŀƱƻȍŜƴƛŜƳΣ ȍŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ƭƛŎȊōȅ ǇƛŜǊǿǎȊŜ 
ȊƴŀƧŘǳƧŊ ǎƛť ƴŀ ƭƛǏŎƛŜ ƴ1, n2. . . , nmΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƛ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ƭƛŎȊōŀ ƭƛŎȊō ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘΦ  
 
ƴƛŜ Ƴŀ ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŜƧ ǿȅƳƛŜǊƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ǿƛťƪǎȊŜƧ od 0  
 
tŀƳƛťǘŀƧΣ ȍŜ stosunek Ƴƻȍƴŀ ȊŀǇƛǎŀŏ Ƨŀƪƻ ǎǘƻǎǳƴŜƪ ŘǿƽŎƘ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘ Ǉ κ ǉ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏΦ 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƴ0 Ґ Ǉ κ ǉ ƧŜǎǘ ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊȅƳ ǊŀŎƧƻƴŀƭƴƛŜ ǿƛťƪǎȊȅƳ ƻŘ ȊŜǊŀΦ wƻȊǿŀȍƳȅ ƴ0 / 2. Jasne 
ƧŜǎǘΣ ȍŜ ƴ0 / 2 < n0 i n0 ǎŊ wymierneΦ aŀƳȅ ǿƛťŎ ǎǇǊȊŜŎȊƴƻǏŏ ƛ ƳƻȍŜƳȅ ȊŀƱƻȍȅŏΣ ȍŜ ƴƛŜ Ƴŀ 
ƴŀƧƳƴƛŜƧǎȊŜƧ ƭƛŎȊōȅ ǿȅƳƛŜǊƴŜƧ ǿƛťƪǎȊŜƧ ƻŘ лΦ 



Indukcja matematyczna 
 
αtǊŀǿƛŜ ƴƛƎŘȅ ƴƛŜ ǎǇƻǘƪŀƱŜƳ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪŀΣ ƪǘƽǊȅ ōȅƱōȅ ȊŘƻƭƴȅ Řƻ ǊƻȊǳƳƻǿŀƴƛŀΦέ Platon (427 
pne - 347 p.n.e.), Republika 
[ƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜΣ мΣ нΣ оΣ пΣΦ Φ Φ ǎŊ ǊƽǿƴƛŜȍ ȊƴŀƴŜ Ƨŀƪƻ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜΣ ŀ ƛƴŘǳƪŎƧŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŀ 
ƧŜǎǘ ǘŜŎƘƴƛƪŊ ǳŘƻǿŀŘƴƛŀƴƛŀ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ƭǳō ŦƻǊƳǳƱȅΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ dowiedziona ƻ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōƛŜ 
ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧΦ tǊȊȅǇǳǏŏƳȅ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘΣ ȍŜ ǿƛŜǊȊȅƳȅ 
1 + 2 + 3 + ... + n = n (n + 1) / 2 
to jest suma kolejnych liczb od 1 do n, podana jest wzorem po prawejΦ /ƘŎŜƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ 
ǘŀƪ ōťŘȊƛŜ ǿ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƴΦ bŀ ǇƻŎȊŊǘŜƪ ƳƻȍŜƳȅ ǇǊȊŜǘŜǎǘƻǿŀŏ ŦƻǊƳǳƱť Řƭŀ 
dowolnej liczby, powiedzmy n = 3: 
м Ҍ н Ҍ о Ґ о Ҏ пκн Ґ с 
Dotyczy ǘƻ ǊƽǿƴƛŜȍ ƴ Ґ п 
м Ҍ н Ҍ о Ҍ п Ґ п Ҏ рκн Ґ мл 
!ƭŜ Ƨŀƪ ƳŀƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏ ǘť ȊŀǎŀŘť Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƴΚ aŜǘƻŘŀ ŘƻǿƻŘǳΣ ƪǘƽǊŊ ǘŜǊŀȊ 
opiszemyΣ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ȊŀǎŀŘŊ ƛƴŘǳƪŎƧƛ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŜƧΦ tƻƳȅǎƱ ƧŜǎǘ ǇǊƻǎǘȅΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ 
ǇŜǿƴŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜΣ ƪǘƽǊŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊiwe dla konkretnej liczby naturalnej n i chcemy 
ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘŊ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƴ ƻŘ мΣ нΣ оΣΦ Φ Φ WŜǏƭƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǇƻƴƛȍǎȊŜ ǿŀǊǳƴƪƛ 
ǎŊ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ 
1. Gdy stwierdzenie jest prawdziwe dla pewnej naturalnej liczby n, powiedzmy k. 
нΦ DŘȅ ƧŜǎǘ ǘƻ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊŀǿŘŊ Řƭŀ ƧŜƎƻ ƴŀǎǘťǇŎȅΣ ƪ Ҍ мΦ 
оΦ LƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŀ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƴΣ ȊǿȅƪƭŜ ƴ Ґ мΦ to stwierdzenie jest 
ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧ ƴΦ 
5ȊƛŜƧŜ ǎƛť ǘŀƪ ŘƭŀǘŜƎƻΣ ȍŜ ƎŘȅ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƴ Ґ мΣ ǘƻ ȊƎƻŘƴƛŜ Ȋ нΣ ōťdzie 
ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ нΦ !ƭŜ ǘƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ōťŘȊƛŜ ǘƻ ǇǊŀǿŘŊ Řƭŀ оΤ Ŏƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ōťŘȊƛŜ ǘƻ 
ǇǊŀǿŘŀ Řƭŀ пΦ L ǘŀƪ ŘŀƭŜƧΦ {ǘŊŘ ōťŘȊƛŜ ǘƻ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧΣ ŀ ȊŀǘŜƳ ōťŘȊƛŜ 
ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƴΦ !ōȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏ ǿȅƴƛƪ ǇǊȊŜȊ ƛƴŘǳƪŎƧťΣ ƳǳǎƛƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏ ŎȊťǏŎƛ 
мΣ н ƛ о ǇƻǿȅȍŜƧΦ IƛǇƻǘŜȊŀ ƪǊƻƪǳ м Ϧ{ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƴ Ґ ƪϦ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť 
ȊŀƱƻȍŜƴƛŜƳ ƛƴŘǳƪŎƧƛ ƭǳō ƘƛǇƻǘŜȊŊ ƛƴŘǳƪŎƧƛΦ WŜǎǘ ǘƻ ǘȅƳΣ Ŏƻ ȊŀƪƱŀŘŀƳȅΣ ƎŘȅ ŘƻǿƻŘȊƛƳȅ 
ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŀ ǇǊȊŜȊ ƛƴŘǳƪŎƧťΦ 
tǊȊȅƪƱŀŘ 
WykaȍΣ ȍŜ ǎǳƳŀ ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ƴ ƭƛŎȊō ƴŀǘǳǊŀƭƴȅŎƘ ƧŜǎǘ ǇƻŘŀƴŀ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜƎƻ ǿȊƻǊǳΥ 
Sn = 1 + 2 + 3 + ... + n = n (n + 1) / 2 
Nazywamy ǘƻ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜƳ {ƴΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ȊŀƭŜȍȅ ƻŘ ƴΦ ¢ŜǊŀȊ ǊƻōƛƳȅ ƪǊƻƪƛ м ƛ н ǇƻǿȅȍŜƧΦ 
мΦ bŀƧǇƛŜǊǿ ǇǊȊȅƧƳƛŜƳȅΣ ȍŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƴ Ґ ƪΣ ǘƻ ȊƴŀŎȊȅ ȊŀƪƱŀŘŀƳȅΣ ȍŜ {k 
jest prawdziwe 
Sk = 1 + 2 + 3 + ... + k = k (k + 1) / 2 
¦ǿŀƎŀΥ ƧŜǎǘ ǘƻ ȊŀƱƻȍŜƴƛŜ ƛƴŘǳƪŎȅƧƴŜΦ 
нΦ tǊȊȅƧƳǳƧŊŎ ǘƻΣ ƳǳǎƛƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ {(k + 1) ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΦ hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ ƳǳǎƛƳȅ 
wyƪŀȊŀŏΥ 
S(k + 1) = 1 + 2 + 3 + ... + (k + 1) = (k + 1) (k + 2) / 2 
!ōȅ ǘƻ ȊǊƻōƛŏΣ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ŘƻŘŀƳȅ ƪƻƭŜƧƴȅ ǘŜǊƳƛƴ όƪ Ҍ мύ Řƻ ƻōǳ ǎǘǊƻƴ ȊŀƱƻȍŜƴƛŀ ƛƴŘǳƪŎȅƧƴŜƎƻΣ 
S(k + 1) = S(k + 1) + (k + 1) = 1 + 2 + 3 +. . . + (k + 1) = k (k + 1) / 2 + (k + 1) = (k + 1) (k + 2) / 2 
¢ƻ ƧŜǎǘ ƭƛƴƛŀ нΣ ƪǘƽǊŊ ŎƘŎƛŜƭƛǏƳȅ ǇƻƪŀȊŀŏΦ 
оΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ ƳǳǎƛƳȅ ǿȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ Ƨest prawdziwe dla n = 1. Mamy Sόмύ Ґ м Ґ м Ҏ 
нκнΦ CƻǊƳǳƱŀ ƧŜǎǘ ȊŀǘŜƳ ǇǊŀǿŘȊƛǿŀ Řƭŀ ƴ Ґ мΦ aŀƳȅ ǘŜǊŀȊ ǎǇŜƱƴƛƻƴŜ ƻōŀ ǿŀǊǳƴƪƛ ȊŀǎŀŘȅ 
indukcji matematycznej. Sn ƧŜǎǘ ȊŀǘŜƳ ǇǊŀǿŘȊƛǿȅ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧΦ 



tǊȊȅƪƱŀŘ 
¦ŘƻǿƻŘƴƛƳȅΣ ȍŜ уn-3n jest podzielne przez 5 dla wszystkich n  ɴᴓ. Dowodem jest indukcja 
matematyczna. 
мΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǿȅƴƛƪ ǳǘǊȊȅƳǳƧŜmy dla n = k, czyli 8k - 3k mod 5 = 0. bŀǎǘťǇƴƛŜ 
8k + 1 - 3k + 1 Ґ у Ҏ уk - о Ҏ оk. 
2. Teraz sprytny krok 
8k + 1-3k + 1 Ґ у Ҏ уk-о Ҏ оk Ґ о Ҏ уk-о Ҏ оk Ҍ р Ҏ уk Ґ о Ҏ όуk-3kύ Ҍ р Ҏ уk 
Ale 8k - 3k ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊȊŜȊ р όǇǊȊŜȊ ƘƛǇƻǘŜȊť ƛƴŘǳƪŎȅƧƴŊύΣ ŀ р Ҏ уƪ ƧŜǎǘ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ 
ǿƛŜƭƻƪǊƻǘƴƻǏŎƛŊ рΦ ²ȅƴƛƪŀ Ȋ ǘŜƎƻΣ ȍŜ όуk + 1 - 3k + мύ ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊȊŜȊ рΦ {ǘŊŘ ǿȅƴƛƪ Ґ ƪ Ҍ мΦ 
оΦ ²ȅƴƛƪ ŘƻǘȅŎȊȅ ƴ Ґ мΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ у - о Ґ рΣ ŀ ǿƛťŎ ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭƴŀ ǇǊȊŜȊ рΦ 
PokaȊŀƭƛǏƳȅ ǿƛťŎΣ ȍŜ ǿȅƴƛƪ ƻŘƴƻǎƛ ǎƛť Řƻ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƴ - przez indukcjť 
 
Lƴƴȅ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 
5ƻǿƻŘȊƛƳȅ ǘŜƧ ǊŜƎǳƱȅ ǿȅƪƱŀŘƴƛƪƽǿΥ 
(ab)n = anbnΣ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧ ƴΦ 
bŀȊǿƛƧ ǘƻ ǎǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ {όƴύ ƛ ȊŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜΣ ƎŘȅ ƴ Ґ ƪΤ ǘƻ ƧŜǎǘΣ ȊŀƪƱŀŘŀƳȅ 
S(k) = (ab)k = akbk jest prawdziwe. 
aǳǎƛƳȅ ǘŜǊŀȊ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ {όƪ Ҍ мύ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘŊ 
S (k + 1) = (ab)k + 1 = ak + 1bk + 1 
tƻ ǇǊƻǎǘǳ ǇǊȊŜȊ ǇƻƳƴƻȍŜƴƛŜ ƻōǳ ǎǘǊƻƴ ƭƛƴƛƛ όоύ ǇǊȊŜȊ ŀō ŘŀƧŜΥ 
(ab)kab = akbkab = akabkb 
ǎƪƻǊƻ ƪƻƭŜƧƴƻǏŏ ŎȊȅƴƴƛƪƽǿ ƴƛŜ Ƴŀ ȊƴŀŎȊŜƴƛŀΣ 
(ab)kab = ak + 1bk + 1. 
²ƱŀǏƴƛŜ ǘƻ ŎƘŎƛŜƭƛǏƳȅ wyƪŀȊŀŏΦ tƻƪŀȊŀƭƛǏƳȅ ǿƛťŎΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ 
ŘƻǿƻƭƴŜƧ ƻƪǊŜǏƭƻƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧ ƪΣ ǘƻ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƧŜƎƻ ƴŀǎǘťǇŎȅΣ ƪ Ҍ мΦ 
bŀǎǘťǇƴƛŜ ƳǳǎƛƳȅ ǿȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƴ Ґ мΣ Ŏƻ ƧŜǎǘ ōŀƴŀƭƴŜΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ 
(ab)1 = ab = a1b1. 
¢ƻ ǘǿƛŜǊŘȊŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ȊŀǘŜƳ ǇǊŀǿŘȊƛǿŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƧ ƭƛŎȊōȅ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜƧ ƴΦ 
 
0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
² ƪŀȍŘȅƳ Ȋ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅŎƘ л Җ ƴ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ŎŀƱƪƻǿƛǘŊ 
мΦ ²ȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ƴ2 + n jest parzyste. 

нΦ ²ȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ  
оΦ ²ȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ 1 + 4 + 7 +. . . + (3n - 2) = n (3n - 1) / 2. 
пΦ ¦ŘƻǿƻŘƴƛƧΣ ȍŜ ƴΗ җ 2n, gdy n > 1 
 
Zbiory 
 
tǊȊȅŘŀǘƴȅ ƧŜǎǘ ǎǇƻǎƽō ƻǇƛǎȅǿŀƴƛŀ ȊōƛƻǊǳ ϦǊȊŜŎȊȅϦΣ ŀ ƴŀȊǿŀ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴŀ ǘŀƪƛŜƎƻ ȊōƛƻǊǳ ǘƻ 
ȊōƛƽǊΦ ½ŀǘŜƳ ȊōƛƽǊ ƪƻƭƻǊƽǿ ϑ/ȊŜǊǿƻƴȅΣ bƛŜōƛŜǎƪƛΣ ½ƛŜƭƻƴȅϒ ǘƻ ȊŜǎǘŀǿΣ ƪǘƽǊȅ ƳƻȍŜƳȅ ƴŀȊǿŀŏ ! 
i zŀǇƛǎŀŏ Ƨŀƪƻ ! Ґ ϑ/ȊŜǊǿƻƴȅΣ bƛŜōƛŜǎƪƛΣ ½ƛŜƭƻƴȅϒΦ LƴƴŜ ǇǊȊȅƪƱŀŘȅ ǘƻ 
1. {1, 3, 7, 14} 
нΦ ϑмΣ нΣ оΣ рΣ тΣ ммΦ Φ Φϒ ȊōƛƽǊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƭƛŎȊō ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘΦ 
оΦ ϑaŀǘŜǳǎȊΣ aŀǊŜƪΣ _ǳƪŀǎȊΣ Wŀƴϒ 



пΦ ϑƪΥ ƪ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ŎŀƱƪƻǿƛǘŊΣ ŀ ƪ ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭƴŊ ǇǊȊŜȊ пϒ ǘǳǘŀƧ ȊŀǿŀǊǘƻǏŏ ƧŜǎǘ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴŀ ǇǊȊŜȊ 
ǊŜƎǳƱťΦ 
рΦ ϑ²ǎȊȅǎǘƪƛŜ ǳǘǿƻǊȅ ŘƻǎǘťǇƴŜ ǿ ƛ¢ǳƴŜǎϒ ǇƻƴƻǿƴƛŜ ȊŀǿŀǊǘƻǏŏ ƧŜǎǘ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴŀ ǇǊȊŜȊ ǊŜƎǳƱťΦ 
bƛŜ ŘōŀƳȅ ƻ ƪƻƭŜƧƴƻǏŏ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ zbioruΣ ǿƛťŎ ϑмΣ нΣ оϒ ƧŜǎǘ ǘŀƪƛŜ ǎŀƳƻ Ƨŀƪ ϑоΣнΣмϒΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ 
ƳƻȍŜƳȅ ŎƘŎƛŜŏ Ǌƻōƛŏ rzeczy ze zbiorami ƛǎǘƴƛŜƧŜ ŎŀƱȅ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȊƴȅ ƧťȊȅƪΣ Ƨŀƪ Ƴƻȍƴŀ ǎƛť 
ǎǇƻŘȊƛŜǿŀŏΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ŎȊťǎǘƻ ǿƛŘȊƛǎȊΣ ȍŜ ƛƴǎǘǊǳƪŎƧŀ ŀ ƴŀƭŜȍȅ Řƻ ȊōƛƻǊǳ ! zapisanego jako a ɴ  
A. Symbol ɵ ƧŜǎǘ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŎƛŊΣ ǘƧΦ ƴƛŜ ƴŀƭŜȍȅ ŘƻΦ 
²ƛťŎ 
ω Marek ɴ  {Mateusz, Marek, _ǳƪŀǎȊΣ Wŀƴϒ 
ω !ōŜǊƎŀƛƭ  ɵϑaŀǘŜǳǎȊΣ aŀǊŜƪΣ _ǳƪŀǎȊΣ WŀƴϒΦ 
ω т ɴ  {1,2,3,4,5,6,7} 
LǎǘƴƛŜƧŜ ƪƛƭƪŀ ȊōƛƻǊƽǿΣ ƪǘƽǊŜ ƳŀƧŊ ǎǇŜŎƧŀƭƴŜ ǎȅƳōƻƭŜΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ǎŊ ŎȊťǎǘƻ ǳȍȅǿŀƴŜΦ 
tǊȊȅƪƱŀŘŀƳƛ ǎŊ 
мΦ ½ōƛƽǊ ōŜȊ ƴƛŎȊŜƎƻ ǿ sobie, zwany pustym zbiorem, jest zapisywany jako ɲ . 
2. ᴓ Ґ ϑмΣ нΣоΣΦ Φ Φϒ ȊōƛƽǊ ƭƛŎȊō ƴŀǘǳǊŀƭƴȅŎƘΦ 
3. ᴚ = {. . . , -3, -2, -мΣ лΣ мΣ нΣ оΣΦ Φ Φϒ [ƛŎȊōŀ ŎŀƱƪƻǿƛǘŀΦ 
4. ᴗ Ґ ȊōƛƽǊ ǳƱŀƳƪƽǿ. 
5. ᴙ Ґ ȊōƛƽǊ ƭƛŎȊō ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘȅŎƘΦ 
сΦ ½ōƛƽǊ ȊŀǿƛŜǊŀƧŊŎȅ ǿǎȊȅǎǘƪƻ ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ȊōƛƻǊŜƳ ǳƴƛǿŜǊǎŀƭƴȅƳ ȊŀǇƛǎŀƴȅƳ jako  ל ,ה lub ɲ . 

Na koniec napiszemy Σ ƪƛŜŘȅ ƳŀƳȅ ƴŀ ƳȅǏƭƛ ȊōƛƽǊ ǊȊŜŎȊȅΣ ƪǘƽǊŜ ƴƛŜ ǎŊ ǿ !Φ 
 
Podzbiory 
 
tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ƴƛŜƪǘƽǊŜ ȊŜǎǘŀǿȅ ǎŊ ϦǿƛťƪǎȊŜϦ ƴƛȍ ƛƴƴŜΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ϑ!Σ .Σ /Σ 5Σ 9ϒ ƛ ϑ.Σ /Σ 5ϒΦ 
CƻǊƳŀƭƛȊǳƧŜƳȅ ǘŜƴ ǇƻƳȅǎƱ ǇƻǇǊȊŜȊ ŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴƛŜ ǇƻŘȊōƛƻǊƽǿΦ 
WŜǏƭƛ ȊōƛƽǊ . Ȋŀwiera wszystkie elementy w zbiorze A wraz z kilkoma innymi, to piszemy A Ṓ B. 
aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ! ƧŜǎǘ ǇƻŘȊōƛƻǊŜƳ .Φ ¢ŀƪ ϑaŀǘŜǳǎȊΣ aŀǊŜƪΣ _ǳƪŀǎȊΣ Wŀƴϒ Ṓ { Mateusz, Marek, 
_ǳƪŀǎȊΣ Wŀƴ, Tomaszϒ aƻȍŜƳȅ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƴŀǇƛǎŀŏ ǘƻ ƴŀ ƻŘǿǊƽǘΣ ǿƛťŎ ! Ṓ B jest takie samo jak 
B  ṓ  A. 
1. Formalnie dla AṒ . ƳƽǿƛƳȅΣ ƧŜǏƭƛ  a  ɴA wtedy a ɴ  B lub a ɴ  A ᵼ a ɴ B 
нΦ WŜǏƭƛ . ƧŜǎǘ ǇƻŘȊōƛƻǊŜƳΣ ŀƭŜ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǘŀƪƛ ǎŀƳ Ƨŀƪ !Σ ǳȍȅǿŀƳȅ ! Ṗ B. 
оΦ ¦ȍȅƧŜƳȅ ! Ґ . Řƻ ƻȊƴŀŎȊŜƴƛŀΣ ȍŜ ! ȊŀǿƛŜǊŀ ŘƻƪƱŀŘƴƛŜ ǘƻ ǎŀƳƻ Ŏƻ .Φ ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ ! Ṗ  B i 
B Ṗ? A wtedy A = B. 
W naszej logicznej symbolice mamy 
 

 
 
½ōƛƽǊ ǇƻǘťƎƻǿȅ A, zapisujemy, P(A), lub 2AΣ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǇƻŘȊōƛƻǊƽǿ !Φ ¢ŀƪ ǿƛťŎΣ 
ƧŜǏƭƛ ! Ґ ϑaŀǘŜǳǎȊΣ aŀǊŜƪΣ _ǳƪŀǎȊϒ ǘƻ t ό!ύ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ Ȋ ƻǏƳƛƻƳŀ ŜƭŜƳŜƴǘŀƳƛ 
{Mateusz, Marek, _ǳƪŀǎȊ} 
{ Mateusz, Marek } 
{ MaǘŜǳǎȊΣ _ǳƪŀǎȊ } 
{MarŜƪΣ _ǳƪŀǎȊ} 
{ Mateusz } 
{ Marek } 
{_ǳƪŀǎȊ} 



 ɲ 
[ƛŎȊōŀ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ǿ ȊōƛƻǊȊŜ ! ƴŀȊȅǿŀƴŀ ƧŜǎǘ ƳƻŎŊ A i zapisywana  || A|| Φ ²ƛťŎ ƧŜǏƭƛ ! Ґ 
ϑaŀǘŜǳǎȊΣ aŀǊŜƪΣ _ǳƪŀǎȊΣ Wŀƴϒ ǿǘŜŘȅ || A||  = 4. 
 
Diagramy Venna i  manipulowanie zbiorami 
 
½ŀƳƛŜǊȊŀƳȅ ƳŀƴƛǇǳƭƻǿŀŏ Ȋbiorami ƛ ǇƻƳŀƎŀƳȅ ǿǇǊƻǿŀŘȊƛŏ ŘƛŀƎǊŀƳȅ ±ŜƴƴŀΣ ŀōȅ 
ȊƛƭǳǎǘǊƻǿŀŏΣ Ŏƻ ǊƻōƛƳȅΦ aƻȍŜƳȅ ƳȅǏƭŜŏ ƻ ǳƴƛǿŜǊǎŀƭƴȅƳ ȊōƛƻǊȊŜ { Ƨŀƪƻ ǇǊƻǎǘƻƪŊŎƛŜ ƛ ȊōƛƻǊȊŜΣ 
ǇƻǿƛŜŘȊƳȅ ! Ƨŀƪƻ ƻ ǿƴťǘǊȊǳ ƪƻƱŀ ƴŀǊȅǎƻǿŀƴŜƎƻ ǿ {Σ obszar nakrapiany to 
 

 
 

tƻȊƻǎǘŀƱŀ ŎȊťǏŏ ƻōǎȊŀǊǳ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŀ ǘƻ Φ hŘ ǊŀȊǳ ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ ! ǊŀȊŜƳ Ȋ  ǘǿƻǊȊŊ { 
 
/ȊťǏŏ ǿǎǇƽƭƴŀ 
 
aƻȍŜƳȅ ƴŀǇƛǎŀŏ ȊŜǎǘŀǿ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿΣ ƪǘƽǊŜ ƴŀƭŜȍŊ ȊŀǊƽǿƴƻ Řƻ ȊōƛƻǊǳ !Σ Ƨŀƪ ƛ ȊōƛƻǊǳ . Ƨŀƪƻ ! ᷊  
B. Formalnie  
 

 
 
Nazywamy to ŎȊťǏŎƛŊ ǿǎǇƽƭƴŊ  ! ƛ . ƭǳōΣ ƳƴƛŜƧ ŦƻǊƳŀƭƴƛŜΣ ! ƛ .Φ tƻŘ ǿȊƎƭťŘŜƳ ŘƛŀƎǊŀƳǳ ±Ŝƴƴŀ 
na rysunku,Řǿŀ ƻƪǊťƎƛ ǊŜǇǊŜȊŜƴǘǳƧŊ ! ƛ .Σ ǇƻŘŎȊŀǎ ƎŘȅ ƴŀƪƱŀŘŀƧŊŎŜ ǎƛť όƴŀ ŎȊŀǊƴƻύ ƧŜǎǘ ŎȊťǏŎƛŊ 
ǿǎǇƽƭƴŊ Wŀƪƻ ǇǊȊȅƪƱŀŘȅ 
 

 
1. {1,2,3,4} ᷊  {3,4,5,6,7} = {3,4}. Uwaga 3 ɴ  {3,4}, a 1ɵ  {3,4}. 
2. {1,2,3,4} ᷊  {13,14,15,16,27} = ɲ 
3. {Abergail, Ann, Blodwin, Bronwin, Clair,}  ᷊ {Abergail, Bronwin, Gareth, Ian} = {Abergail, 
Bronwin,}. 

4. Na rysunku ǇƻǿȅȍǎȊȅƳ  idzimyΣ ȍŜ   ǿƛťŎ ! ƛ  ƴƛŜ ƳŀƧŊ ȊŜ ǎƻōŊ ƴƛŎ ǿǎǇƽƭƴŜƎƻΦ 



5. A ᷊  B Ṓ B i A ᷊  B Ṓ A 
 
Suma ȊōƛƻǊƽǿ 
 
aƻȍŜƳȅ ȊŀǇƛǎŀŏ ȊŜǎǘŀǿ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ƴŀƭŜȍŊŎȅŎƘ Řƻ ȊōƛƻǊǳ ! ƭǳō ȊōƛƻǊǳ . ƭǳō ƻōǳ Ƨŀƪƻ !  ᷾B. 
Formalnie (x ɴ  A)  ᷉   (x ɴ   B)  ᵼ x  ɴ(A ᷾  B). 
Nazywamy to ǎǳƳŊ A i B lub, mniej formalnie, A lub B. Odpowiedni diagram ƧŜǎǘ ǇƻƴƛȍŜƧΦ Tutaj 
plamkowany obszar przedstawia A ᷾ B 
 

 
Wŀƪƻ ǇǊȊȅƪƱŀŘȅ ƳŀƳȅ 
1. {1,2,3,4} ẕ {3,4,5,6,7} = {1,2,3,4,5,6,7} 
2. {Niebieski, Zielony} ẕ  {Czerwony, Zielony} = {Czerwony, Niebieski, Zielony} 

3. Na rysunku ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊȅƳ widzimy  ǿƛťŎ ! ƛ  ǊŀȊŜƳ ǘǿƻǊȊŊ {Φ 
пΦ WŜǏƭƛ ! Ṓ B, to A ᷾  B  Ṓ B 
aƻȍŜƳȅ ǘŜǊŀȊ ǳȍȅŏ ƴŀǎȊȅŎƘ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿȅŎƘ ŘŜŦƛƴƛŎƧƛΣ ŀōȅ ǳȊȅǎƪŀŏ ǇŜǿƴŜ ǿȅƴƛƪƛ 
 

1.  Φ ½ōƛƽǊ   ǎƪƱŀŘŀ ǎƛť ȊŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ { όȊōƛƻǊǳ ǳƴƛǿŜǊǎŀƭƴŜƎƻύΣ ƪǘƽǊŜ ƴƛŜ 

ƴŀƭŜȍŊ Řƻ !Φ tƻƴƛŜǿŀȍ   ǘƻ ȊōƛƽǊ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿΣ ƪǘƽǊŜ ƴƛŜ ƴŀƭŜȍŊ Řƻ  ƭǳō ŜƭŜƳŜƴǘȅ Ȋ { ƪǘƽǊŜ 

ƴƛŜ ƴŀƭŜȍŊ Řƻ  . ¢ƻ ǎŊ ŜƭŜƳŜƴǘȅ ƴŀƭŜȍŊŎŜ Řƻ !Φ [ǳō ǇǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ 
 

 
 

 
 
² ǘŀōŜƭƛ пΦм ȊƴŀƧŘǳƧŜ ǎƛť ǘŀōŜƭŀ ǇǊȊȅŘŀǘƴȅŎƘ ǿȅƴƛƪƽǿΦ ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƪŀȍŘŀ ǊŜƎǳƱŀ ǿ ƭŜǿŜƧ ƪƻƭǳƳƴƛŜ Ƴŀ 

ǇƻŘǿƽƧƴŊ ǊŜƎǳƱť Ǉƻ ǇǊŀǿŜƧΦ ¢Ŝƴ ǇƻŘǿƽƧƴȅ Ƴŀ ǎȅƳōƻƭ  ᷾ ȊŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎȅƳōƻƭ ᷊  
 



 
 
LƭƻŎȊȅƴ  ƪŀǊǘŜȊƧŀƵǎƪƛ 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ Řǿŀ ȊōƛƻǊȅ ! ƛ .Φ 5ŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ǇǊƻŘǳƪǘ ƪŀǊǘŜȊƧŀƵǎƪƛ t Ґ ! Ȅ . Ƨŀƪƻ ȊŜǎǘŀǿ 
ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀƴȅŎƘ ǇŀǊ όŀΣ ōύΣ ƎŘȊƛŜ ŀ  ɴ A i b ɴ  B. Lub  
 

 
 
tŀǊŀ όŀΣ ōύ ƧŜǎǘ ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀƴŀ ǿ ǘȅƳ ǎŜƴǎƛŜΣ ȍŜ ǇƛŜǊǿǎȊȅ ǘŜǊƳƛƴ όŀύ ǇƻŎƘƻŘȊƛ ȊŜ Ȋōƛƻru A w A x B. 
hŎȊȅǿƛǎǘȅ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ƛ ǎǘŊŘ ƴŀȊǿŀ ǇƻŎƘƻŘȊƛ ƻŘ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ǇƱŀǎȊŎȊȅȊƴȅΦ ½ǿȅƪƭŜ ǇƛǎȊŜƳȅ όȄΣ ȅύΣ ŀōȅ ƻƪǊŜǏƭƛŏ 
ǿǎǇƽƱǊȊťŘƴŜ Ǉǳƴƪǘǳ ƴŀ ǇƱŀǎȊŎȊȅȋƴƛŜΦ ¢ƻ ƧŜǎǘ ȊŀƳƽǿƛƻƴŀ ǇŀǊŀΗ WŜǏƭƛ ǿŜȋƳƛŜƳȅ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘŜ Ȅ ƛ 
y z x ɴ ᴙ i y  ɴ   ᴙ ǿƽǿŎȊŀǎ ƪŀǊǘŜȊƧŀƵǎƪƛ iloczyn to ᴙ x ᴙ 
мΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ! Ґ ϑŀΣ ōϒ ƛ . Ґ ϑмΣ нϒΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ! Ȅ . Ґ ϑόŀΣ мύΣ όŀΣ нύΣ όōΣ мύΣ όōΣ нύϒΦ 
нΦ aƻȍŜƳȅ ǊƻȊǎȊŜǊȊȅŏ Řƻ о ƭǳō ǿƛťŎŜƧ ȊŜǎǘŀǿƽǿΣ ǿƛťŎ ! Ȅ . Ȅ / ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀƴȅŎƘ ǘǊƽƧŜƪ 
(a, b, c). 
 
Relacje i funkcje 
 
.ƛƻǊŊŎ ǇƻŘ ǳǿŀƎť Řǿŀ ȊōƛƻǊȅ ! ƛ . ƻǊŀȊ iloczyn A x .Σ ŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ǊŜƭŀŎƧť ƳƛťŘȊȅ ! ƛ . Ƨŀƪƻ ǇƻŘȊōƛƽǊ w 
z A x .Φ aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ a ɴ  A i b ɴ  . ǎŊ ǇƻǿƛŊȊŀƴŜΣ ƧŜǏƭƛ όŀΣ ōύ ɴ wΣ ŎȊťǏŎƛŜƧ ǇƛǎŀƴŜ ŀwō Φ WŜǎǘ ǘƻ ŘƻǏŏ ƴƛŜƧŀǎƴŀ 
ŘŜŦƛƴƛŎƧŀΣ ŎƘȅōŀ ȍŜ ǎǇƻƧǊȊȅƳȅ ƴŀ ǊŜƎǳƱť ǇƻŘŀƧŊŎŊ ǇƻŘȊōƛƽǊΦ ²ŜȋƳȅ ǇǊƻǎǘȅ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ! Ґ ϑмΣ нΣ оΣ пΣ рΣ сϒ 
ƛ . Ґ ϑмΣ нΣ оΣ пΣ рΣ сϒΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ! ( . ƧŜǎǘ ǘŀōƭƛŎŊ ǇŀǊ ǇƻƴƛȍŜƧ - ȊōƛƽǊ ос ǇŀǊΦ 
 

 
 



Relacja R jest podzbiorem {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} lub zbioru {(i, j): i = j}. Innym 
ǇǊȊȅƪƱŀŘŜƳ ǎŊ

 
 
 
Wŀƪ ǿƛŘŀŏ ƳƻȍŜƳȅ ǎƻōƛŜ ǿȅƻōǊŀȊƛŏ ǊŜƭŀŎƧť w Ȋ ǊŜƎǳƱȅ ƱŊŎȊŊŎŊ ŜƭŜƳŜƴǘȅ ! Ȋ ŜƭŜƳŜƴǘŀƳƛ .Φ wŜƭŀŎƧť ŀwō 
ƳƛťŘȊȅ н ȊōƛƻǊŀƳƛ ! ƛ . Ƴƻȍƴŀ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛŏ ǘŀƪ Ƨŀƪ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ ǇƻƴƛȍŜƧ 
bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
мΦ WŜǏƭƛ ! Ґ ϑƧŜŘŜƴΣ ŘǿŀΣ ǘǊȊȅΣ ŎȊǘŜǊȅΣ Ǉƛťŏϒ ƛ . Ґ ϑмΣ нΣ оΣ пΣ рϒ ƳƻȍŜƳȅ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ w Ƨŀƪƻ ȊōƛƽǊ ǇŀǊ 
ϑόǎƱƻǿƻΣ ƭƛŎȊōŀ ƭƛǘŜǊύϒ ƴǇΦ ϑόƧŜŘŜƴΣ оύΣ όŘǿŀΣ оύΣ όǘǊȊȅΣ рύΣΦ Φ Φϒ 
нΦ WŜǏƭƛ ! Ґ ϑнΣпΣуΣмсΣонϒ ƛ . Ґ ϑмΣнΣоΣпΣрϒΣ ƳƻȍŜƳȅ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ w Ƨŀƪƻ ȊōƛƽǊ ϑόнΣмύΣ όпΣнύ Σ όуΣоύΣ όмсΣпύΣ 
(32,5)} 
1. Domena relacji {(x, y)} jest zbiƻǊŜƳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ƭƛŎȊō ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀƴȅŎƘ ǇŀǊΦ LƴƴȅƳƛ ǎƱƻǿȅΣ 
ŘƻƳŜƴŊ ǎŊ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ȄΦ 
нΦ ½ŀƪǊŜǎ ǊŜƭŀŎƧƛ ϑόȄΣ ȅύϒ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ŘǊǳƎƛŎƘ ƭƛŎȊō ǿ ƪŀȍŘŜƧ ǇŀǊȊŜ ƭǳō ǿŀǊǘƻǏŎƛŀƳƛ ȅΦ 
 

 
 
LǎǘƴƛŜƧŊ ǊƽȍƴŜ ǊƻŘȊŀƧŜ ƴŀȊǿ Řƭŀ ǎǇŜŎƧŀƭƴȅŎƘ ǊƻŘȊŀƧƽǿ ǊŜƭŀŎƧƛΦ bƛŜƪǘƽǊȊȅ Ȋ ƴƛŎƘ ǘƻ 
1. refleksywny: dla wszystkich x  ɴ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ȄwȄΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ϦǿƛťƪǎȊȅ ƭǳō ǊƽǿƴȅϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ 
ȊǿǊƻǘƴŊΣ ŀƭŜ ϦǿƛťƪǎȊȅ ƴƛȍϦ ƴƛŜ ƧŜǎǘΦ 
нΦ ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴȅΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ Ȅ ƛ ȅ ǿ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ǘƻ ȅwȄΦ ϦWŜǎǘ ƪǊŜǿƴȅ ǿȊƎƭťŘŜƳϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ 
ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ Ȅ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ ƪǊǿƛ ȅ ǿǘŜŘȅ ƛ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ȅ ƧŜǎǘ ǿŀǊǘƻǏŎƛŊ ǿȊƎƭťŘƴŊ ȄΦ 
оΦ ŀƴǘȅǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŜΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ Ȅ ƛ ȅ ǿ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ƛ ȅwȄ ǘƻ Ȅ Ґ ȅΦ Ϧ²ƛťƪǎȊȅ ƭǳō ǊƽǿƴȅϦ ƧŜǎǘ 
ǊŜƭŀŎƧŊ ŀƴǘȅǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƧŜǏƭƛ ȄΚ ȅ ƛ ȅΚ ȄΣ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ Ȅ Ґ ȅΦ 
LǎǘƴƛŜƧŊ ǊƽȍƴŜ ǊƻŘȊŀƧŜ ƴŀȊǿ Řƭŀ ǎǇŜŎƧŀƭƴȅŎƘ ǊƻŘȊŀƧƽǿ ǊŜƭŀŎƧƛΦ bƛŜƪǘƽǊȊȅ Ȋ ƴƛŎƘ ǎŊ 
мΦ ǊŜŦƭŜƪǎȅƧƴȅΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ȄΚ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ȄwȄΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ϦǿƛťƪǎȊȅ ƭǳō ǊƽǿƴȅϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ ȊǿǊƻǘƴŊΣ 
ŀƭŜ ϦǿƛťƪǎȊȅ ƴƛȍϦ ƴƛŜ ƧŜǎǘΦ 
2. symetrȅŎȊƴȅΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ · ƛ ¸ ǿ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ǘƻ ȅwȄΦ ϦWŜǎǘ ƪǊŜǿƴȅ ǿȊƎƭťŘŜƳϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ 
ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ Ȅ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ ƪǊǿƛ ȅ ǿǘŜŘȅ ƛ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ȅ ƧŜǎǘ ǿŀǊǘƻǏŎƛŊ ǿȊƎƭťŘƴŊ ȄΦ 



оΦ ŀƴǘȅǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŜΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ Ȅ ƛ ȅ ǿ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ jŜǏƭƛ Ȅwȅ ƛ ȅwȄ ǘƻ Ȅ Ґ ȅΦ Ϧ²ƛťƪǎȊŜ ōŊŘȋ ǊƽǿƴŜ ƧŜǎǘ 
ǊŜƭŀŎƧŊ ŀƴǘȅǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŊ Σ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƧŜǏƭƛ Ȅ җ y i y җ x, wtedy x = y 
пΦ ŀǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴȅΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ Ȅ ƛ ȅ ǿ ·  ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ǘƻ ƴƛŜ ȅwȄΦ Ϧ²ƛťƪǎȊȅ ƴƛȍϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ 
ŀǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƧŜǏƭƛ Ȅ Ҕ y then y ḿ x 
рΦ ǇǊȊŜŎƘƻŘƴƛΥ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ȄΣ ȅ ƛ Ȋ Řƭŀ · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ƛ ȅwȊ ǘƻ ȄwȊΦ ϦWŜǎǘ ǇǊȊƻŘƪƛŜƳϦ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ 
ǇǊȊŜŎƘƻŘƴƛŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƧŜǏƭƛ Ȅ ƧŜǎǘ ǇǊȊƻŘƪƛŜƳ ȅΣ ȅ ƧŜǎǘ ǇǊȊƻŘƪƛŜƳ ȊΣ ǘƻ Ȅ ƧŜǎǘ ǇǊȊƻŘƪƛŜƳ ȊΦ 
6. Euklidesa: dla wszystkich x, y i z w · ǿȅƴƛƪŀΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅwȅ ƛ ȄwȊΣ ǘƻ ȅwȊΦ 
тΦ wŜƭŀŎƧŀΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ǊŜŦƭŜƪǎȅǿƴŀΣ ǎȅƳŜǘǊȅŎȊƴŀ ƛ ǇǊȊŜŎƘƻŘƴƛŀΣ ƴŀȊȅǿŀƴŀ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛΦ 
aƻȍŜǎȊ ǘŜǊŀȊ ǎǇŜƪǳƭƻǿŀŏ nad  "RelacyjnŊ bazŊ danych".  
 
0wiczenia 
 
мΦ WŜȍŜƭƛ ! - . ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ȄΣ ƪǘƽǊŜ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊ Ȅ ɴ  A i x ɵ  B narysuj diagram Venna dla A-B 
нΦ ²ȅƪŀȊŀŏΣ ȍŜ Řƭŀ ȊŜǎǘŀǿƽǿ !Σ . ƛ /Φ 
όŀύ WŜǏƭƛ ! Ṗ B i B Ṗ C, wtedy A Ṗ C 
όōύ WŜǏƭƛ !ṖB i B Ṗ C, wtedy A Ṓ  C 
όŎύ WŜǏƭƛ !Ṓ B i B Ṗ /Σ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ !Ṓ  C 
όŘύ WŜǏƭƛ !Ṓ B i B Ṓ /Σ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ !Ṓ  C 
3. PrzyǇƻƳƴƛƧ ǎƻōƛŜΣ ȍŜ ᴚ Ґ ϑлΣ мΣ нΣ оΣ пΣΦ Φ Φϒ ƛ ŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ ȊŜǎǘŀǿȅ 
(a) A = {x ɴ  ᴚΥ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧ ȅҔ лΣ Ȅ Ґ нȅϒ 
(b) B = {x ɴ  ᴚΥ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧ ȅҔ лΣ Ȅ Ґ нȅ - 1} 
(c) A = {x ɴ  ᴚΥ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧ Ȅ ғмлϒ 

Opisz  
4. WyƪŀȍΣ ȍŜ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ȊōƛƻǊƽǿ A, B i C. 
 

 
5. Jaka jest moc {{1, 2}, {3}, 1}. 
сΦ tƻŘŀƧ ŘƻƳŜƴť ƛ ȊŀƪǊŜǎ ƪŀȍŘŜƧ Ȋ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅŎƘ ǊŜƭŀŎƧƛΦ bŀǊȅǎǳƧ ǿȅƪǊŜǎ ǿ ƪŀȍŘȅƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳΦ 
 

 
 
тΦ ½ŘŜŦƛƴƛƻǿŀŏ ǊŜƭŀŎƧť ẅ ǇƻƳƛťŘȊȅ ǳǇƻǊȊŊŘƪƻǿŀƴȅƳƛ parami {(x, y) i (u, v) gdzie 
x, y, v, v ɴ  ᴚ } gdzie (x, y) ẅ  όǳΣ Ǿύ ƻȊƴŀŎȊŀ ȄǾ Ґ ȅǳΦ tƻƪŀȊǳƧŊΣ ȍŜ ẅ ƧŜǎǘ ǊŜƭŀŎƧŊ ǊƽǿƴƻǿŀȍƴƻǏŎƛΦ 
 
 
Zliczanie  
 
LǎǘƴƛŜƧŊ Řǿŀ ǊƻŘȊŀƧŜ ƭǳŘȊƛ ƴŀ ǘȅƳ ǏǿƛŜŎƛŜΥ ŎƛΣ ƪǘƽǊȊȅ ǳƳƛŊ ƭƛŎȊȅŏΣ ƛ ŎƛΣ ƪǘƽǊȊȅ ƴƛŜ ǳƳƛŊΦ [ƛŎȊŜƴƛŜ ǿȅŘŀƧŜ 
ǎƛť ŘƻǏŏ ǇǊƻǎǘŜΣ ŀƭŜ ƧŜǎǘ ǘƻ ŘƻǏŏ ȊǿƻŘƴƛŎȊŜΣ ȊǿƱŀǎȊŎȊŀ ƎŘȅ ƳŀƳȅ ǎƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀƴȅ ǎȅǎǘŜƳΦ WŜǏƭƛ ƴƛŜ 
ǿƛŜǊȊȅǎȊ ƳƛΣ ǎǇƽƧǊȊ ƴŀ ǎŜƪŎƧť ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƛŜƵǎǘǿŀΦ !ōȅ ƴƛŜŎƻ ǳǇǊƻǏŎƛŏΣ ǳǎǘŀƭŀƳȅ ǇŜǿƴŜ ȊŀǎŀŘȅΦ 
 
Zbiory 
 



WŜǏƭƛ ƳŀƳȅ Řǿŀ ȊōƛƻǊȅ ! ƛ .Σ ƭƛŎȊōŀ ǇƻȊȅŎƧƛ ǿ ǘȅŎƘ ȊōƛƻǊŀŎƘ όƭƛŎȊƴƻǏŏύ ƧŜǎǘ ȊŀǇƛǎŀƴŀ Ƨŀƪƻ μμ!μμ ƛ μμ.μμΦ 
tƻǘŜƳ ƳƻȍŜƳȅ ǿȅƪŀȊŀŏ ΣȍŜ 
 

 
 
WŜǎǘ ǘƻ ŘƻǏŏ ƱŀǘǿŜ Řƻ ȊƻōŀŎȊŜƴƛŀΣ ƧŜǏƭƛ ǳȍȅǿŀǎȊ ŘƛŀƎǊŀƳǳ ±ŜƴƴŀΦ 5ƭŀ о ȊōƛƻǊƽǿ 
 

 
 
tǊȊȅƪƱŀŘ 
 
bƛŜŎƘ { ōťŘȊƛŜ ȊōƛƻǊŜƳ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǿȅƴƛƪƽǿΣ ƎŘȅ ǊȊǳŎƻƴŜ ȊƻǎǘŀƴŊ ŘǿƛŜ ƪƻǏŎƛ όƧŜŘƴŀ ƴƛŜōƛŜǎƪŀΣ jedna 
ȊƛŜƭƻƴŀύΦ bƛŜŎƘ ! ōťŘȊƛŜ ǇƻŘȊōƛƻǊŜƳ ǿȅƴƛƪƽǿΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƻōƛŜ ƪƻǏŎƛ ǎŊ ƴƛŜǇŀǊȊȅǎǘŜΣ ŀ . ōťŘȊƛŜ 
ǇƻŘȊōƛƻǊŜƳ ǿȅƴƛƪƽǿΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƻōƛŜ ƪƻǏŎƛ ǎŊ ǊƽǿƴŜΦ tƛǎȊŜƳȅ / Řƭŀ ȊŜǎǘŀǿǳ ǿȅƴƛƪƽǿΣ ƎŘȅ ŘǿƛŜ ƪƻǏŎƛ 
ƳŀƧŊ ǘŜƴ ǎŀƳ ƴǳƳŜǊ wsƪŀȊǳƧŊŎȅΦ LƭŜ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ǿȅǎǘťǇǳƧŜ ǿ ǇƻƴƛȍǎȊȅŎƘ ȊŜǎǘŀǿŀŎƘΚ ²ŀǊǘƻ ǳǎǘŀǿƛŏ 
ȊŜǎǘŀǿ { Ƨŀƪ ǇƻƴƛȍŜƧ 
 

 
 
wtedy mamy 
 

 
 
_ŀƵŎǳŎƘȅ ŘȊƛŀƱŀƵ 
 
WŜǏƭƛ ƳǳǎƛƳȅ ǿȅƪƻƴŀŏ ŘǿƛŜ ŀƪŎƧŜ ǿ ǎŜƪǿŜƴŎƧƛ ŀ ǇƛŜǊǿǎȊŀ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǿȅƪƻƴŀƴŀ ƴŀ Ƴ ǎǇƻǎƻōƽǿΣ ǇƻŘŎȊŀǎ 
ƎŘȅ ŘǊǳƎŀ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǿȅƪƻƴŀƴŀ ƴŀ  ƴΣ ōťŘȊƛŜ ƱŊŎȊƴƛŜ Ƴƴ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ 
ω ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŎƘŎŜƳȅ ǿȅōǊŀŏ н ƻǎƻōȅ Ȋ фΦ tƛŜǊǿǎȊŊ Ƴƻȍƴŀ ǿȅōǊŀŏ ƴŀ ф ǎǇƻǎƻōƽǿΣ ŘǊǳƎŊ ƴŀ уΣ ŘŀƧŊŎ 
ƱŊŎȊƴƛŜ ф Ҏ у Ґ тн ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ 



ω WŜǏƭƛ ǊȊǳŎŀƳȅ ƪƻǏŎƛŊΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ǊȊǳŎŀƳȅ ƳƻƴŜǘŊΣ ƛǎǘƴƛŜƧŜ с Ҏ н Ґ мн ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛ 
 
wƻȊŎƛŊƎŀ ǎƛť ǘƻ ƴŀ ƪƛƭƪŀ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅŎƘ Ǉƻ ǎƻōƛŜ ŘȊƛŀƱŀƵΦ ! ȊŀǘŜƳ 
мΦ WŜǏƭƛ ǊȊǳŎŀƳȅ ƪƻǏŎƛŊ о ǊŀȊȅΣ ǿƽǿŎȊŀǎ jest с Ҏ с Ґ нмс ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ 
нΦ WŜǏƭƛ ǊȊǳŎŀƳȅ ƳƻƴŜǘŊ т ǊŀȊȅΣ ƳŀƳȅ н Ҏ н Ҏ н Ҏ н Ҏ н Ҏ н Ҏ н Ґ н7 Ґ мну ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛΦ 
оΦ aƻƧŀ ōƭƻƪŀŘŀ ǊƻǿŜǊƻǿŀ Ƴŀ п ǿƛǊƴƛƪƛΣ ƪŀȍŘȅ Ȋ мл ŎȅŦǊŀƳƛΦ 5ŀƧŜ ǘƻ мл Ҏ мл Ҏ мл Ҏ м0 = 104 kombinacji. 
пΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳǳǎƛǎȊ ǇƻŘŀŏ у-ȊƴŀƪƻǿŜ ƘŀǎƱƻ Řƭŀ ŦƛǊƳȅ ǿȅŘŀƧŊŎŜƧ ƪŀǊǘȅ ƪǊŜŘȅǘƻǿŜΦ aƽǿƛŊΣ ȍŜ ƳƻȍŜǎȊ 
ǳȍȅŏ ŀ Řƻ Ȋ όǿƛŜƭƪƻǏŏ jest ignorowana) i 0 do 9Σ ŀƭŜ Ƴǳǎƛ ƛǎǘƴƛŜŏ ǇǊȊȅƴŀƧƳƴƛŜƧ ƧŜŘƴŀ ƭƛŎȊōŀ ƛ ǇǊȊȅƴŀƧƳƴƛŜƧ 
jedna litera. istnieje 26 liter ƛ мл ŎȅŦǊΣ ŘȊƛťƪƛ ŎȊŜƳǳ ƳƻȍŜǎȊ ǳǘǿƻǊȊȅŏ у36 ƳƻȍƭƛǿȅŎƘ ƘŀǎŜƱΦ {ǇƻǏǊƽŘ ƴƛŎƘ 
810 to wszystkie liczby, a 826 to wszystkie litery. Daje to 836 - 826 - 810 Ґ оΦнпр Ҏ мл32 dopuszczalnych haseƱ 
 
Permutacje 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳ ƴ ǊƽȍƴȅŎƘ ŜƭŜƳŜƴǘƽǿ ƛ ŎƘŎť ƧŜ ǳƱƻȍȅŏ ǿ ƭƛƴƛƛΦ aƻƎť ǘƻ ȊǊƻōƛŏ ǿ 
 ƴ Ҏ όƴ - мύ Ҏ όƴ - нύ Ҏ όƴ - оύ Ҏ ϊ ϊ ϊ Ҏ о Ҏ н Ҏ м 
Obliczamy ten iloczyn tak cȊťǎǘƻΣ ȍŜ Ƴŀ ǎǇŜŎƧŀƭƴȅ ǎȅƳōƻƭ ƴΗΦ WŜŘƴŀƪ ǿ ŎŜƭǳ ǳƴƛƪƴƛťŎƛŀ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ 
ƻƪǊŜǏƭŀƳȅ 
1! = 0 i 0! = 1 
! ǿƛťŎ оΗ Ґ о Ҏ н Ҏ м Ґ с ǇƻŘŎȊŀǎ ƎŘȅ рΗ Ґ р Ҏ п Ҏ о Ҏ н Ҏ 1 = 120 
WŜǏƭƛ ǎǇƻƧǊȊȅƳȅ ƴŀ znaki ǿ όм5п¸ύΣ ƳŀƳȅ пΗ Ґ нп ƳƻȍƭƛǿŜ ƻŘǊťōƴŜ ǳǎǘŀƭŜƴƛŀΦ /ȊŀǎŀƳƛ ƴƛŜ ƳŀƳȅ 
ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ƻŘǊťōƴȅŎƘ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘƽǿΦ aƻȍŜƳȅ ƳƛŜŏ ƴ ǇƻȊȅŎƧƛΣ Ȋ ƪǘƽǊȅŎƘ Ǌ jest identycznychΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ 
n! / rΗ ǊƽȍƴŜ ƳƻȍƭƛǿŜ ǳǎǘŀƭŜƴƛŀΦ ²ƛťŎ ²![[¸ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǳǎtawione na  рΗ κ нΗ Ґ сл ǎǇƻǎƻōƽǿΦ _ŀǘǿƛŜƧ 
ƧŜǎǘ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ǇƻŘŀŏ ǊŜƎǳƱť ǿ ōŀǊŘȊƛŜƧ ƻƎƽƭƴȅƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳΥ 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ƴ ƻōƛŜƪǘƽǿ ƛ 
ω ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƴ1 typu 1. 
ω ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƴ2 typu 2. 
ω ϊ ϊ ϊ ϊ ϊ ϊ 
ω ƛǎǘƴƛŜƧŜ ƴk typu k. 
_ŊŎȊƴŀ ƭƛŎȊōŀ ǇƻȊȅŎƧƛ ǿ ƴΣ ǿƛťŎ ƴ Ґ ƴ1 + n2 + ϊ ϊ ϊ ƴk to jest 
 

 
ƳƻȍƭƛǿȅŎƘ ǳǎǘŀƭŜƵ 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ о ōƛŀƱŜΣ п ŎȊŜǊǿƻƴŜ ƛ п ŎȊŀǊƴŜ ƪǳƭŜΦ aƻƎŊ ōȅŏ ǳǎǘŀǿƛƻƴŜ ǿ ǊȊťŘȊƛŜ ǿ 
 

 
 
ƳƻȍƭƛǿŜ ǎǇƻǎƻōȅΣ ǇƻŘŎȊŀǎ ƎŘȅ ƭƛǘŜǊȅ ǿ ²![[¸ ƳƻƎŊ ōȅŏ ȊŀŀǊŀƴȍƻǿŀƴŜ na  
 
5! /нΗ мΗ мΗ мΗ Ґ сл ǎǇƻǎƻōƽǿ 
 
Kombinacje 
 

Liczba ǎǇƻǎƻōƽǿ ǿȅōƛŜǊŀƴƛŀ ƪ ǇƻȊȅŎƧƛ Ȋ ƎǊǳǇȅ ƻ ǿƛŜƭƪƻǏŎƛ ƴ ƧŜǎǘ ȊŀǇƛǎŀƴŀ jako   lub (dla 
ǘǊŀŘȅŎƧƻƴŀƭƛǎǘƽǿύ nCk. Definicja to 
 



 
 
²ƛťŎ ƭƛŎȊōŀ ǎǇƻǎƻōƽǿ ƴŀ ǿȅōǊŀƴƛŜ р ǳŎȊƴƛƽǿ Ȋ ƎǊǳǇȅ мфto  
 

 
 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
мΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŎƘŎŜǎȊ ǿȅƎǊŀŏ ƴŀ ƭƻǘŜǊƛƛΦ WŜǎǘ пф ƭƛŎȊō ƛ ƳƻȍŜǎȊ ǿȅōǊŀŏ сΦ ¢ƻ Ƴƻȍƴŀ ȊǊƻōƛŏ na  49!/6!43! 
Ґ мофуоумс ǎǇƻǎƻōƽǿΣ ǿƛťŎ ǎȊŀƴǎŜ ƴŀ ǿȅƎǊŀƴŊ ǿȅƴƻǎȊŊ мκмофуоумсΦ 

2. bŀ ƛƭŜ ǎǇƻǎƻōƽǿ  ƳƻȍŜǎȊ ǿȅōǊŀŏ р ǇƻǇǊŀǿƴȅŎƘ ƴǳƳŜǊƽǿ ǿ ƭƻǘŜǊƛƛΚ To   sposoby wybierania 5 
poprawnych liczb i 49-с Ґ по ǎǇƻǎƻōƽǿ ǿȅōǊŀƴƛŀ ǇƻȊƻǎǘŀƱŜƧ ƭƛŎȊōȅΦ 5ŀƧŜ ǘƻ с Ҏ по ǎǇƻǎƻōȅΦ 

3. Kiedy wybieramy 3 poprawne liczby, istnieje   {Ǉƻǎƻōƽǿ ǿȅōǊŀƴƛŀ ȊǿȅŎƛťǎƪƛŎƘ ƭƛŎȊō ƛ   
sposoby zbierania przegranych. To daje 

 ǎǇƻǎƻōƽǿ 
 
wƻȊǿƛƴƛťŎƛŜ ŘǿǳƳƛŀƴƻǿŜ 
 
¢ŜǊŀȊ ƳŀƳȅ ƪƻƳōƛƴŀŎƧŜΣ ƪǘƽǊŜ ƳƻȍŜƳȅ ȊōŀŘŀŏ jako ōŀǊŘȊƻ ǳȍȅǘŜŎȊƴȅ ǿȅƴƛƪ Ȋǿŀƴȅ ŘǿǳƳƛŀƴƻǿŊ 
ŜƪǎǇŀƴǎƧŊΦ bŀ ǇƻŎȊŊǘŜƪ ƳƻȍŜƳȅ ǘƻ ǇƻƪŀȊŀŏ 
 

 
i 
 

 
 
hƎƽƭƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ Řƭŀ ƭƛŎȊōȅ ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƧ ƴҔ л 
 

 
 
lub 
 

 
 
aƻȍƴŀ ǘƻ ȊǊƻōƛŏ ǇǊȊŜȊ ƛƴŘǳƪŎƧťΣ ŀƭŜ ƧŜǎǘ ǘŀƳ ǎǘǊƻƴŀ ŀƭƎŜōǊȅΗ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 



 
 
lub 
 

 
 
tǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ ƻǘǊȊȅƳŀƱŜǏ (3x + 5/x3)8  ƛ ŎƘŎƛŀƱŜǏ ǘŜƎƻ ǘŜǊƳƛƴǳ ǿ ǊƻȊǎȊŜǊȊŜƴƛǳΣ ƪǘƽǊŜ ƴƛŜ ƳƛŀƱƻ ȄΦ ½ 
ǇƻǿȅȍǎȊŜƎƻ ƻƎƽƭƴŜƎƻ ǘŜǊƳƛƴǳ ƧŜǎǘ 
 

 
 
Wyrazy Ȅ ŀƴǳƭǳƧŊ ǎƛťΣ ƎŘȅ у - ƛ Ґ оƛ ƭǳō ƛ Ґ нΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ ƧŜǎǘ ǘƻ ǿȅǊŀȍŜƴƛŜ 
 

 
 
aƻȍŜƳȅ ȊǊƻōƛŏ ŎƻǏ ǇƻŘƻōƴŜƎƻ Řƭŀ ƴƛŜ-ŎŀƱƪƻǿƛǘŜƎƻ ƴΣ Ƨŀƪ ƴŀǎǘťǇǳƧŜΥ 
 

 
 
ŀƭŜ ƧŜǎǘ ǘƻ ǇǊŀǿŘŊ ǘȅƭƪƻ ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ μ Ȅ μ ғ 1. Zatem 
 

 
 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
 
мΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ǎǘȅǇŜƴŘƛŀ ǎǇƻǊǘƻǿŜ ǇǊȊȅȊƴŀǿŀƴŜ ǇǊȊŜȊ ŀƳŜǊȅƪŀƵǎƪƛŜ ǳƴƛǿŜǊǎȅǘŜǘȅΦ ² 
нллм ǊΦ ½ŜōǊŀƴƻ мпт ллл ǎǘȅǇŜƴŘƛƽǿΦ ½ р рлл ǎǘȅǇŜƴŘƛƽǿ ƴŀ ǎǇƻǊǘƻǿŊ ƴŀƎǊƻŘť ƻǘǊȊȅƳŀƱȅ ƪƻōƛŜǘȅΦ 
YƻōƛŜǘȅ ƻǘǊȊȅƳŀƱȅ ƱŊŎȊƴƛŜ тр ллл ǎǘȅǇŜƴŘƛƽǿΦ Lƭǳ ƳťȍŎȊȅȊƴ ȊŘƻōȅƱƻ ǎǘȅǇŜƴŘƛŀ ǿ ƭŜƪƪƻŀǘƭŜǘȅŎŜΚ 
 
нΦ ² ōŀŘŀƴƛŀŎƘ ƪƭƛƴƛŎȊƴȅŎƘ ōŀƭǎŀƳǳ Řƻ ƻǇŀƭŀƴƛŀΣ 5Ŝƭǘŀ {ǳƴΣ млл ƻǎƽō ŘƻǏǿƛŀŘŎȊƻƴȅŎƘ ŘƻǏǿƛŀŘŎȊȅƱƻ 
ǇƻǇŀǊȊŜƵ ǘǊȊŜŎƛŜƎƻ ǎǘƻǇƴƛŀ ƭǳō ƴǳŘƴƻǏŎƛ όƭǳō ƻōǳύΦ {ǇƻǏǊƽŘ ƴƛŎƘ ǿ ǎǳƳƛŜ ор ƻǎƽō ŘƻȊƴŀƱƻ ƻǇŀǊȊŜƵ 
ǘǊȊŜŎƛŜƎƻ ǎǘƻǇƴƛŀΣ ŀ нр ŘƻȊƴŀƱƻ ƻǇŀǊȊŜƵ ǘǊȊŜŎƛŜƎƻ ǎǘƻǇƴƛŀ ƛ ƴǳŘƴƻǏŎƛΦ Lƭǳ ǇŀŎƧŜƴǘƽǿ ŘƻǏǿƛŀŘŎȊŀƱƻ 
ƴǳŘƴƻǏŎƛΚ 
 
оΦ ² нллн Ǌƻƪǳ ǳȊȅǎƪŀƴƻ млрр  ƳŀƎƛǎǘŜǊǎƪƛŎƘ ŘȅǇƭƻƳƽǿΦ {ǇƻǏǊƽŘ пм ŘȅǇƭƻƳƽǿ ƳŀƎƛǎǘŜǊǎƪƛŎƘ Ȋ 
muzykoǘŜǊŀǇƛƛ ƛ р ƳǳȊȅƪ ȊŘƻōȅƭƛ ƳťȍŎȊȅȋƴƛΦ aťȍŎȊȅȋƴƛ ǳȊȅǎƪŀƭƛ ǎǘƻǇƴƛŜ ƳŀƎƛǎǘǊŀΦ LƭŜ ƪƻōƛŜǘ ǳȊȅǎƪŀƱƻ 
ǘȅǘǳƱȅ ƳŀƎƛǎǘŜǊǎƪƛŜ Ȋ ŘȊƛŜŘȊƛƴ ƛƴƴȅŎƘ ƴƛȍ ƳǳȊȅƪŀ ƛ ƳǳȊȅƪƻǘŜǊŀǇƛŀΚ 
 
пΦ .ŀŘŀƴƛŜ нлл ƪƭƛŜƴǘƽǿ ƪŀǊǘ ƪǊŜŘȅǘƻǿȅŎƘ ǳƧŀǿƴƛƱƻΣ ȍŜ фу Ȋ ƴƛŎƘ Ƴŀ ƪƻƴǘƻ ±ƛǎŀΣ ммо Ȋ ƴƛŎƘ Ƴŀ ƪŀǊǘť 
ƎƱƽǿƴŊΣ сн Ȋ ƴƛŎƘ Ƴŀ ƪƻƴǘƻ ±ƛǎŀ ƛ !ƳŜǊƛŎŀƴ 9ȄǇǊŜǎǎΣ ос Ȋ ƴƛŎƘ Ƴŀ ƪƻƴǘƻ aŀǎǘŜǊ /ŀǊŘ ƛ !ƳŜǊƛŎŀƴ 
Express, 47 z nich ma tylko konto MasterCard, 32 konta Visa i MasterCard oraz American Express. 



½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƪŀȍŘȅ ƪƭƛŜƴǘ Ƴŀ Ŏƻ ƴŀƧƳƴƛŜƧ ƧŜŘƴŊ Ȋ ǳǎƱǳƎΦ [ƛŎȊōŀ ƪƭƛŜƴǘƽǿΣ ƪǘƽǊȊȅ ƳŀƧŊ ǘȅƭƪƻ ƪŀǊǘť ±ƛǎŀΣ 
jest? 
 
рΦ ¢ŀƪ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ Ȋ bŜǿ ¸ƻǊƪ ¢ƛƳŜǎΦ ²ŜŘƱǳƎ ǊŀǇƻǊǘǳ bŜǿ ¸ƻǊƪ ¢ƛƳŜǎŀ ƴŀ ǘŜƳŀǘ мс ƴŀƧƭŜǇǎȊȅŎƘ ǎƛŜŎƛ 
restauracji 
όŀύ мм ǇƻŘŀƧŜ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜΦ 
(b) 11 podajepiwo. 
όŎύ мл ƳŀƧŊ ǇŜƱƴȅ ǎŜǊǿƛǎ ǎǘƻƱƻǿȅΣ ǘƻ ȊƴŀŎȊȅ ǎŜǊǿǳƧŊ ŀƭƪƻƘƻƭ ƛ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǇƻǎƛƱƪƛΦ 
²ǎȊȅǎǘƪƛŜ мс ƻǎƽō ƻŦŜǊƻǿŀƱƻ ǇǊȊȅƴŀƧƳƴƛŜƧ ƧŜŘƴŊ Ȋ ǘȅŎƘ ǳǎƱǳƎΦ _ŊŎȊƴƛŜ р ȊƻǎǘŀƱƻ ǎƪƭŀǎȅŦƛƪƻǿŀƴȅŎƘ Ƨŀƪƻ 
ϦƱŀƵŎǳŎƘȅ ǊƻŘȊƛƴƴŜϦΣ Ŏƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǇƻŘŀƧŊ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜΣ ŀƭŜ ƴƛŜ ǇƻŘŀƧŊ ŀƭƪƻƘƻƭǳΦ tƻƴŀŘǘƻ ǿ ǎǳƳƛŜ Ǉƛťŏ 
ƻǎƽō ǇƻŘŀƧŜ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜ ƛ Ƴŀ ǇŜƱƴȅ ǎŜǊǿƛǎ ǎǘƻƱƻǿȅΣ ǇƻŘŎȊŀǎ ƎŘȅ ȍŀŘŜƴ ƴƛŜ ǎŜǊǿǳƧŜ ǏƴƛŀŘŀƵΣ ǇƛǿŀΣ ŀ ǘŀƪȍŜ 
ƻŦŜǊǳƧŜ ǇŜƱƴȅ ǎŜǊǿƛǎΦ tȅǘŀƳȅ 
όŀύ όLƭŜ ǎŜǊǿǳƧŊ Ǉƛǿƻ ƛ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜΚ 
όōύ LƭŜ ǎŜǊǿǳƧŊ ǇƛǿƻΣ ŀƭŜ ƴƛŜ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜΚ 
όŎύ LƭŜ ƻǎƽō ǇƻŘŀƧŜ ǏƴƛŀŘŀƴƛŜΣ ŀƭŜ ƴƛŜ Ƴŀ ǊƽǿƴƛŜȍ ǇŜƱƴŜƧ ƻōǎƱǳƎƛ ǇǊȊȅ ǎǘƻle, ani nie podaje piwa? 
όŘύ LƭŜ ǇƻŘŀǿŀŏ Ǉƛǿƻ ƛ ƳƛŜŏ ǇŜƱƴȅ ǎŜǊǿƛǎ ǎǘƻƱƻǿȅΚ 
 
сΦ YƛŜŘȅ μ Ȅ μ ғм ǿȅƪŀȍ 
 

 
 
тΦ wƻȊǿƛƵ όм Ҍ нȄύ7 
уΦ Wŀƪƛ ƧŜǎǘ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪ ǘŜƎƻ ǿȅǊŀȊǳ  ōŜȊ Ȅ ƛƴ όȄ Ҍ нκȄύ11. 
фΦ ½ƴŀƧŘȋ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜ Řƭŀ όлΦфрύ11. 
млΦ ½ƴŀƧŘȋ ǇƛŜǊǿǎȊŜ о ǿȅǊŀȊȅ rozszerzenia (1 + x)1/4. 
 
Funkcje 
 
WŜŘƴȅƳ Ȋ ƴŀƧōŀǊŘȊƛŜƧ ǇƻŘǎǘŀǿƻǿȅŎƘ όƛ ǳȍȅǘŜŎȊƴȅŎƘύ ǇƻƳȅǎƱƽǿ ǿ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎŜ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŀΦ Wŀƪƻ 
ǿǎǘťǇƴŊ ŘŜŦƛƴƛŎƧť ȊŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ Řǿŀ ȊŜǎǘŀǿȅ · ƛ ¸Σ ŀ ǘŀƪȍŜ ƳŀƳȅ ǊŜƎǳƱťΣ ƪǘƽǊŀ ǇǊȊȅǇƛǎǳƧŜ ƪŀȍŘŜƳǳ 
x ɴ  · ǿŀǊǘƻǏŏ ¦bLv¦9  ȅ   ɴY. .ťŘȊƛŜƳȅ ǿȅǿƻƱŀŏ ȊŀǎŀŘť  Ŧ ƛ ǇƻǿƛŜŘȊΣ ȍŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ Ȅ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ŀ ȅ Ґ ŦόȄύ 
w zbiorze Y. Jest to bardzo szeroka definicja i jedna bardzo podobna do relacji, punktem krytycznym 
ƧŜǎǘ ǘƻΣ ȍŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǳƴƛƪŀƭƴŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ȅΦ ¢ȅǇƻǿȅƳ ǎǇƻǎƻōŜƳ Ǉƛǎŀƴƛŀ Ŧǳƴkcji jest 
f: X Ҧ Y 
Ŏƻ ǇƻƪŀȊǳƧŜΣ ȍŜ ƳŀƳȅ Řǿŀ ȊōƛƻǊȅ · ƛ ¸ ǿǊŀȊ Ȋ ǊŜƎǳƱŊ Ŧ ŘŀƧŊŎŊ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿ ¸ Řƭŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǿ ·Φ aƻȍŜƳȅ 
ƳȅǏƭŜŏ ƻ ǇŀǊŀŎƘ όȄΣ ȅύ ƭǳō ōŀǊŘȊƛŜƧ ǿȅǊŀȋƴƛŜ όȄΣ Ŧ όȄύύΦ ¢Ŝƴ ȊŜǎǘŀǿ ǇŀǊ ƧŜǎǘ ǿȅƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛΦ ² ŘŀƭǎȊŜƧ 
ŎȊťǏŎƛ ǇƻƪŀȊǳƧŜƳȅΣ Ƨŀƪ ŦǳƴƪŎƧŜ ǿȅƴƛƪŀƧŊ Ȋ ƛŘŜƛ ǊŜƭŀŎƧƛ ƛ ǿȅƳȅǏƭŀƧŊ ƴƛŜƪǘƽǊŜ Ȋ ƎƱƽǿƴȅŎƘ ŘŜŦƛƴƛŎƧƛΦ bŀƭŜȍȅ 
ǇŀƳƛťǘŀŏ ƻ ǇǊƻǎǘȅƳ ȊŀƱƻȍŜƴƛǳΣ ȍŜ ŦǳƴƪŎƧŀ ƧŜǎǘ ǊŜƎǳƱŊΣ ƪǘƽǊŀ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȅ ƛ ƎŜƴŜǊǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ȅΦ 
tǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ǿȅǎǘŀǊŎȊȅ ȊƻōǊŀȊƻǿŀŏ Ŧ Ƨŀƪƻ ǳǊȊŊŘȊŜƴƛŜΣ ƪǘƽǊŜ Ǉƻ ǇƻŘŀƴƛǳ ǿŀǊǘƻǏŎƛ x daje y. 
 



 
 
Funkcja f 
 

 
 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜΣ ƧŜǏƭƛ ƳȅǏƭƛǎȊ ƻ Ŧ Ƨŀƪƻ ƳŀǎȊȅƴƛŜΣ ƳǳǎƛƳȅ ȊŀŘōŀŏ ƻ ǘƻΣ Ŏƻ ƳƻȍŜƳȅ ǳƳƛŜǏŎƛŏΣ w x, i dobrze 
ȊǊƻȊǳƳƛŜŏ ȊŀƪǊŜǎ ǘŜƎƻΣ Ŏƻ ǿȅŎƘƻŘȊƛΣ z ȅΦ ²ƱŀǏƴƛŜ ƴŀ ǘŜ ƪǿŜǎǘƛŜ ǘŜŎƘƴƛŎȊƴŜ spojrzȅƳȅ ŘŀƭŜƧΦ ½ōƛƽǊ · 
ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ŘƻƳŜƴŊ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦΣ ŀ ¸ ƧŜǎǘ ƪƻŘƻƳŀƛƴŊΦ ½ǿȅƪƭŜ ōŀǊŘȊƛŜƧ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŜ ƴŀǎ ȊŜǎǘŀǿ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ϑŦ όȄύΥ 
x ɴ   X}. Jest to zakres R czasami nazywany obrazem funkcji. 
 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
 
Mamy  f : X Ҧ Y 
 
gdzie 
 

 



WŜǏƭƛ ǇƻƳȅǏƭƛƳȅ ƻ ƳƻȍƭƛǿƻǏŎƛŀŎƘΣ ƪǘƽǊŜ ƳŀƳȅ 
ω aƻƎŊ ǿȅǎǘťǇƻǿŀŏ ǇŜǿƴŜ Ǉǳƴƪǘȅ ǿ ¸ όƪƻŘƻƳŜƴŀύΣ ƪǘƽǊȅŎƘ ƴƛŜ Ƴƻȍƴŀ ƻǎƛŊƎƴŊŏ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦΦ 
WŜǏƭƛ ǿŜȋƳƛŜƳȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ Ǉǳƴƪǘȅ ǿ · ƛ ȊŀǎǘƻǎǳƧŜƳȅ ŦΣ ƻǘǊȊȅƳŀƳȅ ȊōƛƽǊ 
 

 
 
R =  {f(x) : x ɴ ·ϒ Σ ƪǘƽǊȅ ƧŜǎǘ ȊŀƪǊŜǎŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ŦΦ  ½ŀǳǿŀȍ ΣȍŜ w ƧŜǎǘ ǇƻŘȊōƛƻǊŜƳ ¸ Σ ǘȊƴΦ w Ṓ  Y 
 
ω {ǳǊjekcje (lub na funkcje onto ύ ƳŀƧŊ ǿƱŀǏŎƛǿƻǏŏΣ ȍŜ Řƭŀ ƪŀȍŘŜƎƻ ȅ ǿ ƪƻŘƻƳenie jest x w domenie 
ǘŀƪƛŜΣ ȍŜ Ŧ όȄύ Ґ ȅΦ WŜǏƭƛ ǎǇƻƧǊȊȅǎȊ ƴŀ rysunek Funkcji fΣ ȊƻōŀŎȊȅǎȊΣ ȍŜ ǿ tym przypadku kodomena jest 
ǿƛťƪǎȊa ƴƛȍ ȊŀƪǊŜǎ ŦǳƴƪŎƧƛΦ ½ƻōŀŎȊ ǊȅǎǳƴŜƪ ǇƻǿȅȍŜƧΦ WŜǏƭƛ ȊŀǎƛťƎ ƛ ƪƻŘƻƳena ǎŊ ǘŀƪƛŜ ǎŀƳŜΣ ǘƻ ŦǳƴƪŎƧŀ 
out jest ǎǳǊƧŜƪŎƧŊΦ hȊƴŀŎȊŀ ǘƻΣ ȍŜ ƪŀȍŘe ȅ Ƴŀ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŜ ȄΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƎƻ ȅ Ґ Ŧ όȄύ 
ω LƴƴȅƳ ǿŀȍƴȅƳ ǊƻŘȊŀƧŜƳ ŦǳƴƪŎƧƛ ƧŜǎǘ ƛƴƛŜƪŎƧŀ όƭǳō ŦǳƴƪŎƧŀ ƧŜŘŜƴ Řƻ ƧŜŘƴŜƎƻύΣ ƪǘƽǊa Ƴŀ ǿƱŀǏŎƛǿƻǏŏΣ 
ȍŜ ƧŜǏƭƛ Ȅ1 = x2, to y1 Ƴǳǎƛ ōȅŏ ǊƽǿƴŜ ȅ2.  
 

 
ω bŀ ƪƻƴƛŜŎ ǿȅǿƻƱǳƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧŜ wzajemnie jednoznaczneΣ ƎŘȅ ǎŊ ƻƴŜ ȊŀǊƽǿƴƻ ƧŜŘŜƴ-na-jeden i onto 
tǊƻǎǘǎȊȅ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ƧŜǎǘ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ 
f: X Ҧ Y,  
gdzie f(x) = 2x i X = {x:0 Җ  x < қ} i Y = {y: -қ Җ x < қ}. Zakres funkcji wynosi R = {y: 0 x <}, a kodomena Y 
Ƴŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǳƧŜƳƴŜ Řƻ ƪǘƽǊȅŎƘ ƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ŘƻǘǊȊŜŏ Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ƴŀǎȊŜƧ funkcji. 
 
{ƪƱŀŘ ŦǳƴƪŎƧƛ 
 
{ƪƱŀŘ ŘǿƽŎƘ ƭǳō ǿƛťŎŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŜ ǿȅƧǏŎƛŜ ƧŜŘƴŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ƴǇΦ f, Ƨŀƪƻ ǿŜƧǏŎƛŜ ƛƴƴŜj, powiedzmy 
g. Funkcje f: X Ҧ Y i g: Y Ҧ ½ ƳƻƎŊ ōȅŏ 



ǎƪƻƳǇƻƴƻǿŀƴŜ ǇǊȊŜȊ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŜ Ŧ Řƻ ŀǊƎǳƳŜƴǘǳ ȄΣ ŀōȅ ǳȊȅǎƪŀŏ ȅ Ґ Ŧ όȄύΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ Ȋastosowanie 
Ǝ Řƻ ȅΣ ŀōȅ ǳȊȅǎƪŀŏ Ȋ Ґ Ǝ όȅύΦ  
 

 
CǳƴƪŎƧŀ ȊƱƻȍƻƴŀ ǳǘǿƻǊȊƻƴŀ ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō Ȋ Ŧ ƛ Ǝ ƳƻȍŜ ōȅŏ ȊŀǇƛǎŀƴŀ Ƨŀƪƻ ƎόŦ όȄύύ ƭǳō Ǝ  ʐ f. Ta ostatnia 
ŦƻǊƳŀ ƳƻȍŜ ōȅŏ ƴƛŜŎƻ ƴƛŜōŜȊǇƛŜŎȊƴŀΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƪƻƭŜƧƴƻǏŏ ƳƻȍŜ ōȅŏ Ǌƽȍƴŀ ǿ ǊƽȍƴȅŎƘ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘŀŎƘΦ 
YƻǊȊȅǎǘŀƧŊŎ Ȋ ƪƻƳǇƻȊȅŎƧƛΣ ƳƻȍŜƳȅ ǎƪƻƴǎǘǊǳƻǿŀŏ ȊƱƻȍƻƴŜ ŦǳƴƪŎƧŜ Ȋ ǇǊƻǎǘȅŎƘΣ ƪǘƽǊŜ ǎŊ ǇǳƴƪǘŜƳ 
ŏǿƛŎȊŜƵΦ WŜŘƴŀ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎŀ ŦǳƴƪŎƧŀΣ ǇƻŘŀƴŀ Ƨŀƪƻ ŦΣ ōȅƱŀōȅ ŦǳƴƪŎƧŊ ƎΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƧ Ȅ Ґ Ǝ όŦ όȄύύΦ 
LƴƴȅƳƛ ǎƱƻǿȅ Ǝ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊ ƻŘǿǊƻǘƴŊΦ bƛŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ŦǳƴƪŎƧŜ ƳŀƧŊ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏΣ ǿ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜ 
ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏ Ǝ zapisana jako f-1 wtedy i tylko wtedy, gdy f jest bijeƪŎƧŊ . W tym przypadku x = f-1(f (x)) = 
f (f-1όȄύύΦ {ǘǊȊŀƱƪƛ ƛ ŘƛŀƎǊŀƳȅ ǘȅǇǳ ōƭƻō ƴƛŜ ǎŊ ȊǿȅƪƱȅƳ ǎǇƻǎƻōŜƳΣ ǿ Ƨŀƪƛ ǊȅǎǳƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧŜΦ Przypomnij 
sobie, ȍŜ ƻǇƛǎ ǘŜŎƘƴƛŎȊƴy f: X Ҧ ¸ ƧŜǎǘ ȊōƛƻǊŜƳ ǿŀǊǘƻǏŎƛ όȄΣ ŦόȄύύ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜƳȅ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
reczywiste wΣ ǿƛťŎ ƴŀǎȊŀ ŦǳƴƪŎƧŀ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘŜ ƛ ŘŀƧŜ ƴŀƳ ƴƻǿȅ ȊŜǎǘŀǿ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
rzeczywistych, np. f(x) = x3 ǇǊȊȅƧƳǳƧŜƳȅ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ȄΣ ƻōƭƛŎȊŀƳȅ ȅ Ґ Ŧ όȄύ Řƭŀ ǘȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƛ ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ƧŜ 
jak na rysunku 
 

 



Rysowanie funkcji ǘƻ ǿŀȍƴŀ ǳƳƛŜƧťǘƴƻǏŏΣ ǿƛŜǎȊ ōŀǊŘȊƻ ƴƛŜǿƛŜƭŜ ƻ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ŘƻǇƽƪƛ ƴƛŜ ƴŀǊȅǎǳƧŜǎȊ 
ǿȅƪǊŜǎǳΦ bƛŜ Ƴǳǎƛ ǘƻ ōȅŏ Ȋōȅǘ ŘƻƪƱŀŘƴŜΣ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȅ ŎȊťǎǘƻ ƳƽǿƛŊ ƻ ǎȊƪƛŎƻǿŀƴƛǳ ŦǳƴƪŎƧƛΦ tǊȊŜȊ ǘƻ 
ǊƻȊǳƳƛŜƧŊ ǊȅǎǳƴŜƪΣ ƪǘƽǊȅ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ŎŀƱƪƻǿƛŎƛŜ ŘƻƪƱŀŘƴȅΣ ŀƭŜ ƪǘƽǊȅ ƛƭǳǎǘǊǳƧŜ ƎƱƽǿƴŜ ŎŜŎƘȅ ŦǳƴƪŎƧƛΦ Czy 
ƪŀȍŘŀ ǊƻȊǎŊŘƴƛŜ ǿȅƎƭŊŘŀƧŊŎŀ ŦǳƴƪŎƧŀ Ƴŀ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏΚ Jako pǊȊȅƪƱŀŘ ǊƻȊǿŀȍƳȅ ŦόȄύ Ґ ȄнΣ ƪǘƽǊȅ ƧŜǎǘ 
ǿȅƪǊŜǏƭƻƴȅ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ  
 

 
 
 
tǊƻōƭŜƳ Ȋ ŘŜŦƛƴƛŎƧŊ Ŧ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ȄΣ ǘƻ ƧŜǎǘ ŘƻƳŜƴŀ w ƛ ƪƻŘƻƳena wΦ WŜŘƴŀƪȍŜΣ 
ƧŜǏƭƛ ȊōŀŘŀƳȅ ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏΣ ƳŀƳȅ ǇǊƻōƭŜƳΦ ƧŜǏƭƛ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜƳȅ ȅ Ґ пΣ ƳƻȍŜ ǘƻ ǿȅƴƛƪŀŏ Ȋ Ȅ Ґ н ƭǳō Ȅ Ґ -2. 
²ƛťŎ ƴƛŜ Ƴŀ Ŧ-1 = y-1/2Η WŜǏƭƛ ȊƳƛŜƴƛƳȅ ŘƻƳŜƴťΣ ƳƻȍŜƳȅ ǘƻ ƻōŜƧǏŏΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ȊŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ᴙ + = {x: 0 
Җ x < қϒ ƛ ǊƻȊǿŀȍƳȅ ŦόȄύ Ґ Ȅ2 zdefiniowane w ᴙ +. W tym przypadku nie mamy problemu z ujemnymi 
ǿŀǊǘƻǏŎƛŀƳƛ ȄΦ YŀȍŘŀ ǿŀǊǘƻǏŏ ȅ ǿȅƴƛƪŀ Ȋ ǳƴƛƪŀƭƴŜƎƻ ȄΦ 
 
0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
5ƭŀ ƴŀǎǘťǇƴȅŎƘ ǇŀǊ ƴŀƭŜȍȅ ƻŎŜƴƛŏ ƎόŦόȄύύ ƛ ŦόƎόȄύύΦ 
 

 
 
²ŀȍƴŜ ŦǳƴƪŎƧŜ 
 
½ ōƛŜƎƛŜƳ ŎȊŀǎǳ ȊŀǳǿŀȍȅǎȊΣ ȍŜ ƴƛŜƪǘƽǊŜ ŦǳƴƪŎƧŜ ǇƻƧŀǿƛŀƧŊ ǎƛť ǿ ŀǇƭƛƪŀŎƧŀŎƘ ǇƻƴƻǿƴƛŜΦ ²ȅŘŀƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ 
warto ǇǊȊȅƧǊȊŜŏ ǎƛť ƴƛŜƪǘƽǊȅƳ Ȋ ƴƛŎƘΦ 
 
wielomiany 
 
Nazywamy funkcje takie jak f(x) = apxp + ap-1xp-1 +. . . + a1x + a0 ƛ ȊŀȊǿȅŎȊŀƧ ƳŀƧŊ ŘƻƳŜƴť ǎƪƱŀŘŀƧŊŎŊ ǎƛť 
Ȋ ƭƛŎȊō ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘȅŎƘΦ ² ǘȅƳ ǇǊȊȅƪƱŀŘȊƛŜ ǿǎǇƽƱŎȊȅƴƴƛƪƛ ŀ0, a1,. . . , ap to liczby, a nasz wielomian ma 
ƳƛŜŏ ǊȊŊŘ ǇΦ tǊȊȅƪƱŀŘŀƳƛ ǎŊ 
 



 
 
Zero 
 
.ŀǊŘȊƻ ŎȊťǎǘƻ ƳǳǎƛƳȅ ǿƛŜŘȊƛŜŏΣ Řƭŀ ƧŀƪƛŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȅ Řƭŀ ƪǘƽǊȅŎƘ Ŧ όȄύ Ґ ŀpxp + ap-1xp-1+. . . + a1x + a0 = 0 
ǘƻ ȊŜǊƻΦ ²ŀǊǘƻǏŎƛ ǎŊ ƴŀȊȅǿŀƴŜ ȊŜǊŀƳƛ ƭǳō ƪƻǊȊŜƴƛŀƳƛ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴǳΦ aƻȍŜƳȅ ǳŘƻǿƻŘƴƛŏΣ ȍŜ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴ 
ǎǘƻǇƴƛŀ 5 Ƴŀ Ŏƻ ƴŀƧǿȅȍŜƧ Ǉ ƪƻǊȊŜƴƛŜΣ Ŏƻ ƴƛŜǿƛŜƭŜ ǇƻƳŀƎŀΦ bŀƧǇǊƻǎǘǎȊȅƳ ǎǇƻǎƻōŜƳ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ȊŜǊ ƧŜǎǘ 
ŦŀƪǘƻǊȅȊŀŎƧŀ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴǳΣ ǿƛťŎ ƧŜǏƭƛ 
 
Ŧ όȄύ Ґ Ȅо Ńс Ȅн Ҍ ммȄ Ńс Ґ όȄ Ń мύ όȄ Ń нύ όȄ Ń оύ 
 

 
 
ǿƛťŎ Ŧ(x) = 0, gdy x = 1, 2, 3. 
 
CŀƪǘƻǊȅȊŀŎƧŀ ƧŜǎǘ όƧŀƪ Řƭŀ ƭƛŎȊō ŎŀƱƪƻǿƛǘȅŎƘύ ǊŀŎȊŜƧ ǘǊǳŘƴŀΦ bŀƧƭŜǇǎȊŊ ǎǘǊŀǘŜƎƛŊ ƧŜǎǘ ǇǊƽōŀ ƻŘƎŀŘƴƛťŎƛŀ 
ƧŜŘƴŜƎƻ ȊŜǊŀΣ ǇƻǿƛŜŘȊƳȅ Ȅ Ґ ŀΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ǇƻŘȊƛŜƭŜƴƛŜ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴǳ ǇǊȊŜȊ όȄ-ŀύΦ bŀǎǘťǇƴƛŜ 
powtarzamy. Dzielenie wielomianu ƧŜǎǘ Ƨŀƪ ŘƱǳƎƛe dzielenie. Aby ǇƻŘȊƛŜƭƛŏ Ȅ3-6x2 + 11x-6 przez x - 1: 
 

 



 
 
hŘǇƻǿƛŜŘȋ ōǊȊƳƛΥ Ȅ2 - рȄ Ҍ сΦ WŜǏƭƛ ŎƻǏ ȊƻǎǘŀƱƻΣ ǘƻ ǇƻȊƻǎǘŀƧŜ ǊŜǎȊǘŊΦ {ǘŊŘ 
 

 
 
hŘǇƻǿƛŜŘȋ ǘƻ Ȅн ς 5x + 6 = (x-2)(x-оύΦ WŜŘƴŀƪ ȊŀƱƽȍƳȅ ΣȍŜ ǇǊƽōǳƧŜƳȅ 
 

 
 
aŀƳȅ ǊŜǎȊǘťΣ ŀ ƻŘǇƻǿƛŜŘȋ ǘƻ Ȅ2 - 5x + 6 = (x - 1) (x - 4) + 2. 
 
0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
wƻȊƪƱŀŘŀƳȅ ƴŀ ŎȊȅƴƴƛƪƛ 
 

 
 



ŦǳƴƪŎƧŀ ǇƻǘťƎƻǿŀ 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜƳȅ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȅ Ȋ ƭƛŎȊō ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘȅŎƘ ǊŜŀƭƛ ƛ ǊƻȊǿŀȍŀƳȅ ŦǳƴƪŎƧť t(x) = xa dla pewnej 
ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŀΦ aƻȍŜƳȅ ǇǊȊȅǇǳǎȊŎȊŀŏΣ ȍŜ ŀ ƧŜǎǘ ǊƽǿƴƛŜȍ ƭƛŎȊōŊ ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘŊΦ ²ƛťŎ ƳŀƳȅ  
 

 
 
tǊȊȅƪƱŀŘŜƳ ƳƻȍŜ ōȅŏ t όȄύ Ґ Ȅ2 lub P (x) = x1,5Φ ² ŘǊǳƎƛƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ǿȅǊŀȋƴƛŜ ƳǳǎƛƳȅ ȊƳƛŜƴƛŏ ŘŜŦƛƴƛŎƧť 
ŘƻƳŜƴȅΦ /Ȋȅ ǿƛŘȊƛǎȊΣ ŘƭŀŎȊŜƎƻΚ ²ƱŀǏŎƛǿƻǏŎƛ ŦǳƴƪŎƧƛ ǇƻǘťƎƻǿŜƧ 
1. xa Ҏ Ȅb = xa + b 
2. x0 = 1 
 
Logarytmy 
 
²ƛŜƳȅΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ zaǇƛǎŀŏ ǇƻǘťƎƛ ƭƛŎȊōΣ ǿƛťŎ мл0 = 1 101 = 2 102 = 100 103 = 1000. . . i 100,5 = 3.162278. 
Φ ΦΦ ¢ŜǊŀȊ ǊƻȊǿŀȍƳȅ ǇǊƻōƭŜƳ Ȋ ǘȅƱǳΥ 
 
.ƛƻǊŊŎ ǇƻŘ ǳǿŀƎť yΣ ƳƻȍŜƳȅ ȊƴŀƭŜȋŏ Ȅ ǘŀƪƛŜΣ ȍŜ ȅ Ґ млx. 
LƴƴȅƳƛ ǎƱƻǿȅΣ ƧŜǏƭƛ ȊŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ǇƻǘťƎƻǿŊ y = P (x) = 10x dla x ɴ  Ƨŀƪ ǇƻǿȅȍŜƧΣ ǿƛťŎ Ƨŀƪŀ ƧŜǎǘ ,ד 
ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŏ ǘŜƎƻ t-1όȅύΚ ²ŀǊǘƻ ǇǊȊȅƧǊȊŜŏ ǎƛť ǇƻƴƛȍǎȊŜƳǳ Ǌȅǎǳƴƪƻǿƛ  
 

 
²ȅƪǊŜǏƭƛƭƛǏƳȅ ƭƛƴƛŜ ǇǊȊŜǊȅǿŀƴŜ ƻŘ όмΦрΣлύ Řƻ ƪǊȊȅǿŜƧΦ tǊȊŜŎƘƻŘȊŜƴƛŜ Ȋ Ȅ ǿ ǇƛƻƴƛŜ Řƻ ƪǊȊȅǿŜƧΣ ŀ 
ƴŀǎǘťǇƴƛŜ Řƻ ƻǎƛ ȅΣ ŘŀƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ ǇƻǘťƎƛ tόȄύ Ґ ȅΦ hŘǿǊƻǘƴŀ ǏŎƛŜȍƪŀ ƻŘ ȅ Řƻ x jest logarytmem. 
hŘǿǊƻǘƴƻǏŏ Ǉ(x)  jest nazywana logarytmem lub log i zapisujemy log10 (x). Tak  
log10(1) = 0  log10(10) = 1 log10(100) = 0 log1000(1) =. . .  
/Ȋťǎǘƻ ƧŜǎǘŜǏƳȅ ƭŜƴƛǿƛ ƛ oǇǳǎȊŎȊŀƳȅ мл ƛ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ǇƛǎȊŜƳȅ ƭƻƎ όȄύ tƻƴƛŜǿŀȍ ǿƛŜƳȅΣ ȍŜ ƭƻƎ ƧŜǎǘ 
ƻŘǿǊƻǘƴƻǏŎƛŊ ŦǳƴƪŎƧƛ ǇƻǘťƎƻǿŜƪ, mamy pewne przydatne zasady 
1. log (u) + log (v) = log (uv) 
2. log (uv) = v log (uv) 
3. log (u - log (v) = log ( u/v) 
4. -log (u) = log (1/u) 
 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƴƛŜ ƳǳǎƛŜƭƛǏƳȅ ǿȅōƛŜǊŀŏ мл ǿ ƴŀǎȊȅŎƘ ŘŜŦƛƴƛŎƧŀŎƘΦ aƻƎƭƛōȅǏƳȅ ǿȅōǊŀŏ нΣ ǘŀƪ Ƨŀƪ ǿƛŜƭǳ 
ƛƴȍȅƴƛŜǊƽǿ ƭǳō ŘƻǿƻƭƴŊ ƭƛŎȊōť ŘƻŘŀǘƴƛŊ ŀ Φ bŀǎǘťǇƴƛŜ ǿǇƛǎǳƧŜƳȅ ȅ Ґ ƭƻƎaόȄύΣ ŀōȅ ǿǎƪŀȊŀŏ ƭƛŎȊōť ȅΣ ƪǘƽǊŀ 
ǎǇŜƱƴƛŀ Ȅ Ґ ŀy. loga (x) jest nazywana logarytmem x, o podstawie a. ½ ǇƻǿƻŘƽǿΣ ƪǘƽǊŜ όƳŀƳȅ ƴŀŘȊƛŜƧťύ 
ǎǘŀƴŊ ǎƛť ƻŎȊȅǿƛǎǘŜΣ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎȅ ƭǳōƛŊ ǳȍȅǿŀŏ ƭƻƎŀǊȅǘƳƽǿ ƴŀǘǳǊŀƭƴȅŎƘ podstawie e = 2,718282. . .. 



pƻƴƛŜǿŀȍ ǎŊ ƻƴŜ ǳȍȅǿŀƴŜ ǘŀƪ ŎȊťǎǘƻΣ ŀ ƴƛŜ ȊŀǇƛǎǳƧŜ ǎƛť ƛŎƘ ƧŀƪǇ loge όȄύΣ ŎȊťǎǘƻ ǿƛŘȊƛǎȊ ƧŜ Ƨŀƪƻ ƭƴ όȄύ ƭǳō 
tak samo jak log (x). Wszystkie logarytmy ǎǇŜƱƴƛŀƧŊ ȊŀǎŀŘȅ ƻƪǊŜǏƭƻƴŜ ƴŀ ƭƛǏŎƛŜΦ .ťŘȊƛŜƳȅ ƭŜƴƛǿƛ ƛ 
ǳȍȅƧŜƳȅ ƭƻƎŀǊȅǘƳƽǿ Řƻ ƻǇŀǊŎƛŀ ŜΦ aƻȍŜƳȅ ƻŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ǿȅǊŀȊƛŏ ƭƻƎarytmy w jednej bazie jako 
logartymy  ǿ ƛƴƴŜƧΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ Ȅ Ґ aloga (x) = blogb όȄύ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ƭƻƎartymy ŘŀƧŊ  
 

 
/ȊŀǎŀƳƛ ƴŀǘǳǊŀƭƴŜ ƧŜǎǘ ǿȅǊŀȍŀƴƛŜ ǇƻǘťƎƛ ƻ ǇodstawƛŜ нΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ȅ Ґ t(x) = 2xΦ aŀǘŜƳŀǘȅŎȅ ŎȊťǎǘƻ 
ǳȍȅǿŀƧŊ ƭƛŎȊōȅ ŜΣ ǿƛťŎ ŘŜŦƛƴƛŎƧŀ ǇƻǘťƎƛ ǘƻ ȅ Ґ ŜȄΣ ƪǘƽǊŊ ŎȊťǎǘƻ ǿƛŘȊƛ ǎƛť ȊŀǇƛǎŀƴŊ Ƨŀƪƻ ȅ Ґ ŜȄǇόȄύΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ 
ex ƴŀȊȅǿŀ ǎƛť ŦǳƴƪŎƧŊ ǿȅƪƱŀŘƴƛŎȊŊ 
 
Funkcje i ƳƛŀǊŀ ƪŊǘƻǿŀ 
 
tǊȊȅƧǊȊȅƧƳȅ ǎƛť ǇƻƪǊƽǘŎŜ ǇƻƳƛŀǊƻǿƛ ƪŊǘƽǿΦ tƻƳƛŀǊ ƪŊǘƻǿȅ ōȅƱ ǿŀȍƴȅ ƻŘ ǎŀƳŜƎƻ ǇƻŎȊŊǘƪǳ ƘƛǎǘƻǊƛƛ 
ƭǳŘȊƪƻǏŎƛΣ ȊŀǊƽǿƴƻ ǿ ŀǎǘǊƻƴƻƳƛƛΣ Ƨŀƪ ƛ ƴŀǿƛƎŀŎƧƛΦ wƻȊǿŀȍ ƻƪǊŊƎ Ȋ ƪŊǘŜƳ  ̒ǳǘǿƻǊȊƻƴȅƳ Ȋ ƻǎƛŊ ȄΣ Ƨŀƪ 
ǇƻƪŀȊŀƴƻΦ ² ǇǊȊŜŎƛǿƛŜƵǎǘǿƛŜ Řƻ ƻŘǿȊƻǊƻǿŀƴƛŀ ǿ ƳŀǘŜƳŀǘȅŎŜΣ ƭƛƴƛŀ ƻŘƴƛŜǎƛŜƴƛŀ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇƻƱƻȍƻƴŀ ƴŀ 
ǇƽƱƴƻŎȅΣ ŀƭŜ ǿȊŘƱǳȍ ƻǎƛ ȄΣ ŀ ƧŜǏƭƛ ƻōǊŀŎŀƳȅ ǎƛť ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ǇǊȊŜŎƛǿƴȅƳ Řƻ ǊǳŎƘǳ ǿǎƪŀȊƽǿŜƪ ȊŜƎŀǊŀΣ 
ǿȅƪǊŜǏƭŀƳȅ ƪŊǘ ̒  Φ YŊǘ ƧŜǎǘ ǘǊŀŘȅŎȅƧƴƛŜ ƳƛŜǊȊƻƴȅ ǿ ǎǘƻǇƴƛŀŎƘΣ ƳƛƴǳǘŀŎƘ ƛ ǎŜƪǳƴŘŀŎƘΦ bŀ ǊŀȊƛŜ ōťŘȊƛŜƳȅ 
ǘǊȊȅƳŀŏ ǎƛť ǎǘƻǇƴƛΦ 
 

 
 
WŜǏƭƛ ǇǊȊŜƳƪƴƛŜƳȅ ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ǇǊȊŜŎƛǿƴȅƳ Řƻ ǊǳŎƘǳ ǿǎƪŀȊƽǿŜƪ ȊŜƎŀǊŀ ƻ осл ǎǘƻǇƴƛΣ ǿȅƪǊŜǏƭŀƳȅ ƪƻƱƻΦ 
мул ǎǘƻǇƴƛ ǘƻ ǇƽƱƻƪǊťƎǳΣ ŀ тнл Ґ о x 360 dwŀ ƪƻƱŀΦ tǊȊȅƧƳǳƧŜ ǎƛťΣ ȍŜ ƻōǊƻǘȅ ǿ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ȊƎƻŘƴȅƳ Ȋ 
ǊǳŎƘŜƳ ǿǎƪŀȊƽǿŜƪ ȊŜƎŀǊŀ ǎŊ ǎǘƻǇƴƛŀƳƛ ǳƧŜƳƴȅƳƛΣ ǿƛťŎ -90o = 270o. Aby nieco sƪƻƳǇƭƛƪƻǿŀŏ ǊȊŜŎȊȅΣ 
ƳƻȍŜƳȅ ǊƽǿƴƛŜȍ ȊƳƛŜǊȊȅŏ ƪŊǘ ǿ Ǌƽǿƴƻǿŀȍƴȅ ǎǇƻǎƽōΣ ƳƛŜǊȊŊŎ ŘƱǳƎƻǏŏ ƱǳƪǳΣ ƪǘƽǊȅ ǿȅƪǊŜǏƭŀƳȅ ƴŀ 
ƻƪǊťƎǳΣ ƎŘȅ ǇǊȊŜƧŜȍŘȍŀƳȅ ǇǊȊŜȊ ƪŊǘΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǘƻ ƧŜǎǘ ǎΦ 5ƭŀ ƻƪǊťƎǳ ƻ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳ м ǎ ƧŜǎǘ ƳƛŀǊŊ ƪŊǘŀΣ 
ŎƘƻŎƛŀȍ ǿ ǊƽȍƴȅŎƘ ƧŜŘƴƻǎǘƪŀŎƘ ƴŀȊȅǿŀƴȅŎƘ ǊŀŘƛŀƴŀƳƛΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ƧŜŘŜƴ oƪǊŊƎ ǘƻ н ̄radiany, a 90o to ̄  
/ 2 radianyΦ YƻƴǿŜǊǘǳƧŜƳȅ ȊŜ ǎǘƻǇƴƛ ƴŀ ǊŀŘƛŀƴȅ ǿ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽō 
 
stopnie     ǊŀŘƛŀƴƽǿ 
  ̒      2ˉ /̒360 
360s / (2̄ )    s 



Funkcje trygonometryczne 
 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƳƻȍŜƳȅ ƳƛŜǊȊȅŏ ƪŊǘȅ ƴŀ ƛƴƴŜ ǎǇƻǎƻōȅΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǇŀǘǊȊȅƳȅ ƴŀ ƪŊǘ  ̒ na diagramie. 
{ǘƻǎǳƴŜƪ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ȅ ƛ Ȅ ƧŜǎǘ ȊǿƛŊȊŀƴȅ Ȋ ƪŊǘŜƳΦ wȊȅƳǎŎȅ ƎŜƻŘŜŎƛ ŎȊťǎǘƻ ǿȅōƛŜǊŀƭƛ ƛ ƪŊǘȅΣ ǳǎǘŀƭŀƧŊŎ 
ǿŀǊǘƻǏŏ Ȅ ƛ ȅΦ WŜǏƭƛ ƳƻȍŜǎȊΦ ǿȅƻōǊŀȋ ǎƻōƛŜΣ ȍŜ Ǉƛťŏ ƪǊƻƪƽǿΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ о ǎǘƻǇƴƛŜ ǿ ǇƛƻƴƛŜ ŘŀƧŊ ǘŜƴ ǎŀƳ 
ƪŊǘ ƴƛŜȊŀƭŜȍƴƛŜ ƻŘ ǘŜƎƻΣ ƎŘȊƛŜ ƧŜǎǘŜǏ 
 

 
 
¢ŀƪ ǿƛťŎ ƴŀ ŘƛŀƎǊŀƳƛŜ  ̒ƧŜǎǘ ȊǿƛŊȊŀƴŜ Ȋ ȅ κ ȄΦ ² ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛ ŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ ȅ κ Ȅ Ƨŀƪƻ ǘŀƴƎŜƴǎ  ̒ȊŀǇƛǎŀƴŊ 
jako tan = y / x. Funkcja odwrotna to tan-1  ̒= y / x lub czasami arctan ̒ Ґ ȅ κ Ȅ /ȊȅǘŜƭƴƛƪ ƳƻȍŜ ŎƘŎƛŜŏ 
ȊōŀŘŀŏ ƴŀǎȊŊ ǘǊƛŀōƭŜ ƛ ȊƻōŀŎȊȅŏΣ ŘƭŀŎȊŜƎƻ ǘŀƴƎŜƴǎ 90o nie istnieje. Dostarczamy wykres stycznej od 0 
do prawie 90 stopni na rysunku  
 

 
WŜǏƭƛ ǳǘǊȊȅƳŀƳȅ ŘŜŦƛƴƛŎƧť ǿ ŘƻƳŜƴƛŜ л Җ  ̒< флΣ ǘƻ ƧŜǎǘ ƻƴŀ όǿȊƎƭťŘƴƛŜύ ǇǊƻǎǘŀΦ tƻŘŎȊŀǎ Ǝdy domena 
ƧŜǎǘ Ʊŀǘǿƻ ǊƻȊōǳŘƻǿȅǿŀƴŀΣ ȊƻǎǘŀǿƛŀƳȅ ǘƻ ǘȅƳ Ȋ ǿŀǎ ōťŘȊƛŜ ƛƴǘŜǊŜǎƻǿŀƱ ǿ ǘȅƳ ƪƛŜǊǳƴƪǳΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ 
ƴƛŜ ƳǳǎƛƳȅ ǳȍȅǿŀŏ ǘŀƴƎŜƴǎƽǿΣ ŎƘƻŎƛŀȍ ǎŊ ƻƴŜ ǇǊŀǿŘƻǇƻŘƻōƴƛŜ ƴŀƧōŀǊŘȊƛŜƧ ǇǊŀƪǘȅŎȊƴŜ ǿ 
ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŀŎƘΦ !ƭǘŜǊƴŀǘȅǿŊ ƧŜǎǘ ǳȍȅŎƛŜ ǎǘƻǎǳƴƪǳ ȅ κ Ǌ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ ȅ ǇƻŘȊƛŜƭƻƴŜ ǇǊȊŜȊ ǇǊƻƳƛŜƵ ƻƪǊťƎǳ 
ǊΦ bŀȊȅǿŀ ǎƛť ǘƻ ŦǳƴƪŎƧŊ ǎƛƴus i  zapisujemy sin ̒  Ґ ȅ κ ȄΦ ² ǇƻŘƻōƴȅ ǎǇƻǎƽō ƳƻƎƭƛōȅǏƳȅ ǳȍȅŏ Ŏƻǎƛƴǳǎŀ 
ȊŀǇƛǎŀƴŜƎƻ Ŏƻǎ Ґ Ȅ κ ǊΦ hōƛŜ ǘŜ ŦǳƴƪŎƧŜ ȊƻǎǘŀƱȅ ǇǊȊŜŘǎǘŀǿƛƻƴŜ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ  
 



 
bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǿƛŜƭŜ ƱŊŎȊȅ ƳƛťŘȊȅ ǘȅƳƛ funkcjami, np.  
 

 
aƻȍƴŀ ǘƻ ǿȅŘŜŘǳƪƻǿŀŏ ŘƻǏŏ ǇǊƻǎǘƻ Ȋ ŘŜŦƛƴƛŎƧƛΦ {ǇǊƽōǳƧ ǎŀƳΗ CǳƴƪŎƧŜ ǘǊȅƎƻƴƻƳŜǘǊȅŎȊƴŜ ƳŀƧŊ 
ŎƘŀǊŀƪǘŜǊ ƻƪǊŜǎƻǿȅΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƧŜǏƭƛ ƴŀǊȅǎǳƧŜƳȅ ƧŜ ƴŀ ŘǳȍŜƧ ŎȊťǏŎƛ ƻǎƛΣ ǇƻǿǘŀǊȊŀƧŊ ǎƛť Ƨŀƪ ƴŀ Ǌȅǎǳƴƪǳ  
 

 
 
bŀǎǘťǇƴȅƳ ƪǊƻƪƛŜƳ ƧŜǎǘ ōŀŘŀƴƛŜ ƪǎȊǘŀƱǘƽǿ ŦǳƴƪŎƧƛΣ ƪǘƽǊŜ ǇǊƻǿŀŘȊŊ ƴŀǎ Řƻ ǊŀŎƘǳƴƪǳ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŜƎƻΦ 
 
/ƛŊƎ 
 
½ŀǇƛǎȊŜƳȅ ŎƛŊƎ ŀ1, a2, a3Σ ϊ ϊ ϊΣ ŀnΣ ϊ ϊ ϊ Ƨŀƪƻ ϑŀnϒΣ ŀ ƴŀǎȊȅƳ ȊŀƛƴǘŜǊŜǎƻǿŀƴƛŜƳ ƧŜǎǘ ȊǿȅƪƭŜ ǘƻΣ ŎȊȅ ŎƛŊƎ ŘŊȊȅ 
do granicy  A, zapiszmy 
ω ŀn Ҧ A jako nҦқ. 
ω ƭǳō ƭƛƳnҦқ an = A 
LǎǘƴƛŜƧŜ ƧŜŘƴŀƪ ǿƛŜƭŜ ƛƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎȅŎƘ ŎƛŊƎƽǿ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ƎǊŀƴƛŎŜ ƴƛŜ ǎŊ ƎƱƽǿƴȅƳ ǇǊȊŜŘƳƛƻǘŜƳ 
ȊŀƛƴǘŜǊŜǎƻǿŀƴƛŀΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ŎƛŊƎ CƛōƻƴŀŎŎƛŜƎƻΦ ² [ƛōŜǊ !ōŀŎƛ όмнлнύ CƛōƻƴŀŎŎƛŜƎƻ ǿȅǎǘťǇǳƧŜ 
ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǇǊƻōƭŜƳ 
LƭŜ ǇŀǊ ƪǊƽƭƛƪƽǿ ȊƻǎǘŀƱƻ ǎǘǿƻǊȊƻƴȅŎƘ ǇǊȊŜȊ ƧŜŘƴŊ ǇŀǊť ǿ ŎƛŊƎǳ ƧŜŘƴŜƎƻ ǊƻƪǳΥ ǇŜǿƛŜƴ ƳťȍŎȊȅȊƴŀ ƳƛŀƱ 
ƧŜŘƴŊ ǇŀǊť ƪǊƽƭƛƪƽǿ ǊŀȊŜƳ ǿ ǇŜǿƴȅƳ ȊŀƳƪƴƛťǘȅƳ ƳƛŜƧǎŎǳΣ ƛ ŎƘŎŜ ǎƛť ŘƻǿƛŜŘȊƛŜŏΣ ƛƭŜ Ȋ ƴƛŎƘ ƧŜǎǘ 
ǘǿƻǊȊƻƴȅŎƘ ǿ ŎƛŊƎǳ ƧŜŘƴŜƎƻ ǊƻƪǳΣ ƪƛŜŘȅ ǿ ŎƛŊƎǳ ƧŜŘƴŜƎƻ ƳƛŜǎƛŊŎŀ ǎǘŀƧŊ ǎƛť ŘƻǊƻǎƱŜ, a w drugim 
ƳƛŜǎƛŊŎǳ ǿȅŘŀƧŊ ƴŀ Ǐǿƛŀǘ potomstwo 
/ƛŊƎ ǿȅƴƛƪƻǿȅ ǘƻ Υ 



1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233,. . . 
 
ŀ ƪŀȍŘȅ ǘŜǊƳƛƴ ƧŜǎǘ ǎǳƳŊ ŘǿƽŎƘ ǇƻǇǊȊŜŘƴƛŎƘ ǿŀǊǳƴƪƽǿΦ LƴǘŜǊŜǎǳƧŊŎŜ ƧŜǎǘ ǘƻΣ ȍŜ ƴ-ta liczba 
Fibonacciego , liczba F(ƴύ ƳƻȍŜƳȅ ƴŀǇƛǎŀŏ Ƨŀƪƻ 
 

 
 
Ŏƻ ƧŜǎǘ ƴƛŜǎǇƻŘȊƛŀƴƪŊΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ Cόƴύ ƧŜǎǘ ƭƛŎȊōŊ ŎŀƱƪƻǿƛǘŊΣ ŀ ŦƻǊƳǳƱŀ ȊŀǿƛŜǊŀ  Ҟ5.  
 
 Granice ŎƛŊƎƽǿ 
 
½ǿǊŀŎŀƳȅ ǳǿŀƎť ƴŀ ȊŀŎƘƻǿŀƴƛŜ ŎƛŊƎƽǿ takich jak {anϒΣ ƎŘȅ ƴ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ōŀǊŘȊƻ ŘǳȍŜΦ 
мΦ {ŜƪǿŜƴŎƧŀ ƳƻȍŜ Ȋōƭƛȍŀŏ ǎƛť Řƻ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ !Φ aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ŘŊȍȅ ƻƴŀ Řƻ granicyΣ ǿƛťŎ ƴŀ 
ǇǊȊȅƪƱŀŘ zapiszemy 
 

 
lub 
 

 
jako 
 

 
 
i zobaczymy to 
 

 
 
нΦ WŜǏƭƛ ǎŜƪǿŜƴŎƧŀ ǎƛť ƴƛŜ ȊōƛŜƎƴƛŜΣ ƳƻȍŜ ǇǊȊŜƧǏŏ Řƻ ҕΣ Ŏƻ ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǊƻǏƴƛŜ ƭǳō ƳŀƭŜƧŜΦ 
 
1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 . . . 
 
Nieformalnie {2n} Ҧ қ ƧŜǏƭƛ Ҧ қ 
 
оΦ /ƛŊƎ ƳƻȍŜ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ƻǎŎȅƭƻǿŀŏ 
 

м ҍм м ҍм м ҍм м ҍм м ҍм м 
 
Granica 
 



Potrzebujemy definicji granicy ƛ Ǉƻ нллл ƭŀǘŀŎƘ ǇǊƽō ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŜƳȅΥ {an} Ҧ A ƧŜǏƭƛ Ҧ қ wtedy i tylko 
ǿǘŜŘȅΣ ƎŘȅ ǇƻŘŀƧŊŎ ŘƻǿƻƭƴŊ ƭƛŎȊōť ꜡ Σ ƧŜǎǘ b ǘŀƪƛŜΣ ȍŜ Řƭŀ ƴ җ N |an -A | < ꜡  
² ƛǎǘƻŎƛŜ ŘŀƧť Ŏƛ ƎǿŀǊŀƴŎƧťΣ ȍŜ ƳƻƎť ǳȊȅǎƪŀŏ ǘŀk blisko, jak chcesz, ƎǊŀƴƛŎťόƧŜǏƭƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜύ Řƭŀ ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ 
ŎȊƱƻƴƪƽǿ ŎƛŊƎǳ Ȋ ǿȅǎǘŀǊŎȊŀƧŊŎƻ ŘǳȍŊ ǿŀǊǘƻǏŎƛŊ bΣ ŎȊȅƭƛ Ǉƻ b ǿǎȊȅǎǘƪƛŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŎƛŊƎǳ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊ |a n -A 
| < Φ꜡ /ƘƻŘȊƛ ƻ ǘƻΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǇŜǿna granica ǘΣ ǘƻ ƧŜǏƭƛ ŘŀǎȊ Ƴƛ ƧŀƪŊǏ ǘƻƭŜǊŀƴŎƧťΣ tutaj  ꜡ƎǿŀǊŀƴǘǳƧť 
ȍŜ Řƭŀ ǇŜǿƴŜƎƻ punktu  w ŎƛŊƎǳ wszystkie wyrazy poza tym wszystkim ƭŜȍŊŎȅƳ ǿŜǿƴŊǘǊȊ  ꜡ƳƛŜǎȊŎȊŊ 
ǎƛť ǿ ƎǊŀƴƛŎŀŎƘΦ 
 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
 
* {1/n} Ҧ 0 
* {xn} Ҧ 0 dla |x| < 1 
ϝ ¢ǿƛŜǊŘȊƛƳȅΣ ȍŜΥ  ǇǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ ŘŀǎȊ Ƴƛ όƳŀƱŊύ ǿŀǊǘƻǏŏ Řƭŀ Φ꜡ aƻƎť ǿǘŜŘȅ ǿȅōǊŀŏ ǿŀǊǘƻǏŏ bΣ ƎŘȊƛŜ 
N > 1 / ꜡Φ aƻȍŜƳȅ ǘƻ ȊǊƻōƛŏ ƧŀƪƻΣ Řƭŀ μ Ȅ μ ғ  1 
 

 
²ȅƴƛƪŀ Ȋ ǘŜƎƻΣ ȍŜ Ƨŀƪƻ b Ҕмκ ꜡ wtedy ꜡  Ҕ мκbΦ !ƭŜ ƧŜǏƭƛ ƴ Ҕ b ǿǘŜŘȅ мκƴ ғ мκbΣ ǿƛťŎ ƳƻȍŜƳȅ ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏΥ 
ƧŜǏƭƛ ǿȅōƛŜǊȊŜƳȅ b Ҕ мκ ꜡, gdy N > n | 1/n - 0 | < ꜡  ǘŀƪ ǿƛťŎ  мκƴ Ҧ 0 
* TwierdȊƛƳȅΣ ȍŜΥ ǇǊȊȅǇǳǏŏƳȅΣ ȍŜ ŘŀǎȊ Ƴƛ όƳŀƱŊύ ǿŀǊǘƻǏŏ Řƭŀ  ꜡Φ aƻƎť ǿǘŜŘȅ ǿȅōǊŀŏ ǿŀǊǘƻǏŏ b ƎŘȊƛŜ 
|x| N < ꜡  / Lub N log |x| < log ꜡  . Zmieniamy 
 
N > log ꜡  κ ƭƻƎ μȄμ  ǳǿŀȍŀƧ ƴŀ Ȋƴŀƪƛ  
 
!ƭŜ ƧŜǏƭƛ ƭƻƎ μȄμ ғ м ǿǘŜŘȅ 
 

 
 
Wybieramy N > log ꜡ / log |x| wtedy kiedy N > n   |xn| = |x n ς 0| <  ꜡ŀ ǿƛťŎ μȄn| Ҧ 0 
 
wŜƎǳƱȅ 
 
aŀƴƛǇǳƭƻǿŀƴƛŜ ǿȅǊŀȍŜƴƛŀƳƛΣ ǘŀƪƛƳƛ Ƨŀƪ μ ŀn - a μ ƳƻȍŜ ōȅŏ ǘǊǳŘƴŜΣ ǿƛťŎ ƱŀǘǿƛŜƧ ƧŜǎǘ ƻǇǊŀŎƻǿŀŏ ǇŜǿƴŜ 
ȊŀǎŀŘȅΦ YƻǊȊȅǎǘŀƴƛŜ Ȋ ƴƛŎƘ ƧŜǎǘ ƻ ǿƛŜƭŜ ƱŀǘǿƛŜƧǎȊŜΣ Ƨŀƪ ȊƻōŀŎȊȅƳȅΦ WŜǏƭƛ ϑŀn} i {bnϒ ǎŊ ŘǿƻƳŀ ŎƛŊƎŀƳƛ  a 
{an} Ҧ A, podczas gdy {bn} Ҧ B 
 

 
 
ǊƽǿƴƛŜȍ 



 
aƻȍŜƳȅ ǇŀǘǊȊŜŏ ƴŀ funkcje wymierne ǿ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽōΥ 
 

 
 
tƻŘŎƛŊƎ 
 
tƻŘŎƛŊƎ ŎƛŊƎǳ ϑϒ ƧŜǎǘ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŊ ǎŜƪǿŜƴŎƧŊ ƧŜƧ ǿȅǊŀȍŜƵ ǿ ƧŀƪƛƪƻƭǿƛŜƪ ǎǇƻǎƽōΦ ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ 
pierwotny szereg  ȊōƛŜƎŀ ǎƛť Ȋ !Σ Ǌƻōƛ ǘƻ ǇƻŘŎƛŊƎΦ WŜǏƭƛ an+1 җ anΣ ƳƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ǇƻŘŎƛŊƎƛ ǿȊǊŀǎǘŀƧŊΣ ŀ ƧŜǏƭƛ 
an+1 Җ an ǇƻǿƛŜƳȅΣ ȍŜ ǇƻŘŎƛŊƎ ƳŀƭŜƧŜΦ ½ǿƛťƪǎȊŀƴƛŜ ƭǳō ȊƳƴƛŜƧǎȊŀƴƛŜ ǎŜƪǿŜƴŎƧƛ ƧŜǎǘ ŎȊŀǎŀƳƛ ƴŀȊȅǿŀƴŜ 
monatonicznym. 
 
Ograniczenia 
 
WŜǏƭƛ ǊƻǎƴŊŎȅ ŎƛŊƎ jest ograniczona Ȋ ƎƽǊȅ  ǘƻ Ƴǳǎƛ ȊōƛŜƎŀŏ ǎƛť Řƻ ƎǊŀƴƛŎȅΦ tƻŘƻōƴƛŜ WŜǏƭƛ ŎƛŊƎ ƳŀƭŜƧŊŎŀ 
jest ograniczonȅ Ȋ ŘƻƱǳ ǘƻ Ƴǳǎƛ ȊōƛŜƎŀŏ ǎƛť Řƻ ƎǊŀƴƛŎȅ 
 
Szeregi  
 
Szeregi , to  ǎǳƳŀ ǿŀǊǳƴƪƽǿ ƴŀǇƛǎŀƴŜƧ ǎŜƪǿŜƴŎƧƛ 
 

 
 
¦ȍȅƧŜƳȅ ŘǳȍŜƎƻ Ȋƴŀƪǳ ǎƛƎƳŀ όʅ) dla sumy 
 

 



ƳŀƳȅ ƴŀ ƳȅǏƭƛ ǎǳƳť ǿȅǊŀȊƽǿ takich jak ui Řƭŀ ƛ ǇǊȊȅƧƳǳƧŊŎȅŎƘ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ŀ Řƻ ōΦ hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ƛǎǘƴƛŜƧŜ 
ǿƛŜƭŜ ǎŜǊƛƛΣ ƪǘƽǊŜ ǎǳƳǳƧŜƳȅΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ ǎǇƻǘƪŀƭƛǏƳȅ ǎƛť Ȋ ǎŜǊƛŊ ŘǿǳƳƛŀƴƻǿŊ ƛ ƳŀƳȅ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎŜ 
ǳȍȅǘŜŎȊƴŜ ǿȅƴƛƪƛΦ 
 

 
 
{ȊŜǊŜƎ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴȅ 
 

WŜǏƭƛ ŎƘŎŜƳȅ ǎǳƳȅ ǎȊŜǊŜƎǳ ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŜƎƻ  - jŜǏƭƛ ŎƻǏ ǘŀƪƛŜƎƻ ƛǎǘƴƛŜƧŜ - ƳǳǎƛƳȅ ƳƛŜŏ ƧŀǎƴƻǏŏ 
Ŏƻ Řƻ ǘŜƎƻΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǿȅǊŀȊȅ ǿ ǎȊŜǊŜƎǳ ǎŊ ƴƛŜǳƧŜƳƴŜΣ ŎȊȅƭƛ л Җ uiΦ wƻȊǿŀȍƳȅ ǎǳƳȅ 
ŎȊŊǎǘƪƻǿŜ 
 

 

WŜǏƭƛ ŎƛŊƎ ϑ{ƴϒ ȊōƛŜƎŀ ǎƛť Řƻ ƎǊŀƴƛŎȅ {Σ ǿǘŜŘȅ ƳƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ǎȊŜǊŜƎ  ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴȅΣ ŀ ǎǳƳŀ ǘƻ {Φ 
W przeciǿƴȅƳ ǊŀȊƛŜ ƳƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ǎȊŜǊŜƎ Ǌƽȍƴƛ ǎƛť ƭǳō ƧŜǎǘ ǊƻȊōƛŜȍƴȅΦ 
 
tǊȊȅƪƱŀŘȅ 
 

*  ƧŜǎǘ ǊƻȊōƛŜȍƴȅ Φ aƻȍŜƳȅ ŀǊƎǳƳŜƴǘƻǿŀŏ Φ bƛŜŎƘ Υ 
 

 
i 
 



 
 

 
 
hƎƽƭƴƛŜ ƳƻȍŜƳȅ όtroskliwƛŜ ǇƻƪŀȊŀŏ) 
 

 
 
aƻȍŜƳȅ ǿƛťŎ ǳŎȊȅƴƛŏ ŎȊťǏŎƛƻǿŜ ǎǳƳȅ ǿȅǊŀȊƽǿ 2k ǘŀƪ ŘǳȍŜΣ Ƨŀƪ ƴŀƳ ǎƛť ǇƻŘƻōŀΣ ŀ ƻƴŜ ǊƻǎƴŊ ƛ ǎŊ 
ƴƛŜƻƎǊŀƴƛŎȊƻƴŜΦ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ǎzereg Ƴǳǎƛ ōȅŏ ǊƻȊōƛŜȍƴyΦ aŀ ǘƻ ǿŀȍƴŊ ƪƻƴǎŜƪǿŜƴŎƧťΣ ƧŜǏƭƛ un Ҧ 0 nie 
ƻȊƴŀŎȊŀΣ ȍŜ ǎǳƳŀ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŀΦ aƻȍŜ ǘŀƪ ōȅŏΣ ŀƭŜ ƴƛŜ ƳǳǎƛΗ 
 

* ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴȅ dla |x| < 1 a suma to 1 / (1-ȄύΦ YƛŜŘȅ μȄμ Ҕ м ǎȊŜǊŜƎ ƧŜǎǘ ǊƻȊōƛŜȍƴȅΦ  
aƻȍŜƳȅ ŀǊƎǳƳŜƴǘƻǿŀŏ ΣȍŜ 
 

 
 
ŀ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ƳŀƳȅ ǿȅǊŀȋƴŊ ŦƻǊƳť ǎǳƳȅΣ ǿȅƴƛƪ ƧŜǎǘ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅΦ 
 

*  ȊōƛŜƎŀ ǎƛť ŀ ǎǳƳŀ ǿȅƴƻǎƛ м 
 

 
 

*  ƧŜǎǘ ǊƻȊōƛŜȍƴŜ Řƭŀ   hҗ м ƛ ȊōƛŜȍƴŜ  ǿ ǇǊȊŜŎƛǿƴȅƳ ǊŀȊƛŜ  
 
Pewne wŜƎǳƱȅ Řƭŀ ǎȊŜǊŜƎƽǿ Ȋ ǿȅǊŀȊŀƳƛ ŘƻŘŀǘƴƛƳƛ 
 

ϝ WŜǏƭƛ   i Σ ƻōŀ ǎŊ ȊōƛŜȍƴŜ Ȋ ǎǳƳŀƳƛ { ƛ ¢Σ ǿǘŜŘȅ zbiega 
ǎƛť Řƻ { ҕ  T 
 



ϝ WŜǏƭƛ  ȊōƛŜƎŀ ǎƛťΣ ǿǘŜŘȅ ŘƻŘŀǿŀƴƛŜ ƭǳō ƻŘŜƧƳƻǿŀƴƛŜ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƭƛŎȊōȅ ǿȅǊŀȊƽǿ ƴƛŜ 
ǿǇƱȅǿŀ ƴŀ ȊōƛŜȍƴƻǏŏΣ ƧŜŘƴŀƪ ǿǇƱȅǿŀ ƴŀ ǎǳƳť 
 

ϝ WŜǏƭƛ ǳn ƴƛŜ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŜ Řƻ ȊŜǊŀ Σ ǿǘŜŘȅ  ƴƛŜ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŜ 
 

ϝ ¢Ŝǎǘ ǇƻǊƽǿƴŀƴƛŀ Υ WŜǏƭƛ  i  ǎŊ ŘǿƻƳŀ ǎȊŜǊŜƎŀƳƛ ǿȅǊŀȊƽǿ ŘƻŘŀǘƴƛŎƘ ƛ ƧŜǏƭƛ 
{un/vnϒ ŘŊȍȅ Řƻ ƴƛŜ ȊŜǊƻǿŜƧ ǎƪƻƵŎȊƻƴŜƧ ƎǊŀƴƛŎȅ w ǿǘŜŘȅ ǘŜ ǎȊŜǊŜƎƛ ƻōŀ ǎŊ ȊōƛŜȍƴŜ ŀƭōƻ ƻōŀ ǊƻȊōƛŜȍƴŜ 
 

ϝ wŀǘƛƻ ǘŜǎǘ Υ WŜǏƭƛ   ƧŜǎǘ ǎȊŜǊŜƎƛŜƳ ǿȅǊŀȊƽǿ ŘƻŘŀǘƴƛŎƘ ƛ ȊŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ϑǳn+1/un} Ҧ L wtedy 
 
- WŜǏƭƛ [ ғ м ǎȊŜǊŜƎ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴȅ 
- WŜǏƭƛ [ Ҕ м ǎȊŜǊŜƎ ƧŜǎǘ ǊƻȊōƛŜȍƴȅ 
- WŜǏƭƛ [ Ґ м ǇȅǘŀƴƛŜ ƧŜǎǘ ƴƛŜǊƻȊǎǘǊȊȅƎƴƛťǘŜ 
 

ϝ YǊȅǘŜǊƛǳƳ ŎŀƱƪƻǿŜ Υ ½ŀƱƽȍƳȅ ΣȍŜ ƳŀƳȅ   i f(n) = un Řƭŀ ǇŜǿƴȅŎƘ ŦǳƴƪŎƧƛ Ŧ ƪǘƽǊŜ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊ  
мΦ ŦόȄύ ȊƳƴƛŜƧǎȊŀ ǎƛť ȊŜ ǿȊǊƻǎǘŜƳ Ȅ 
2. f(x) > 0 dla x җ 1 
 
Wtedy 
 

 

нΦ {ǳƳŀ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŀ ƧŜǏƭƛ ŎŀƱƪŀ ƧŜǎǘ ǎƪƻƵŎȊƻƴŀ ƛ ǊƻȊōƛŜȍƴŀ ƧŜǏƭƛ   jest 
ƴƛŜǎƪƻƵŎȊƻƴŀ 
 
½ōƛŜȍƴƻǏŏ ōŜȊǿȊƎƭťŘƴŀ 
 

aƽǿƛƳȅ ΣȍŜ  ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŜ ōŜȊǿȊƎƭťŘƴƛŜ ƧŜǏƭƛ  ȊōƛŜƎŀ ǎƛťΦ WŜǏƭƛ  

 ƴƛŜ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŜ ŀƭŜ  ƧŜǎǘΣ ǿǘŜŘȅ ƳƽǿƛƳȅ ΣȍŜ ǎȊŜǊŜƎ ƧŜǎǘ  ǿŀǊǳƴƪƻǿƻ 
ȊōƛŜȍƴȅ. CŀƧƴŊ ŎŜŎƘŊ ǎȊŜǊŜƎƽǿ ŀōǎƻƭǳǘƴƛŜ ȊōƛŜȍƴȅŎƘ ƧŜǎǘ ǘƻΣ ȍŜ ƳƻȍŜƳȅ ȊƳƛŜƴƛaŏ ǿŀǊǳƴƪƛ ōŜȊ ǿǇƱȅǿǳ 
ƴŀ ȊōƛŜȍƴƻǏŏ ƭǳō ǎǳƳťΦ 
 
Test naprȊŜƳƛŜƴƴƻǏŎƛ Ȋƴŀƪǳ 
 
² ǇǊƻǎǘȅƳ ǘŜǏŎƛŜ Řƭŀ ǎȊŜǊŜƎƽǿ nie ǿŀǊǳƴƪƻǿƻ ȊōƛŜȍƴȅŎƘ ƧŜǎǘ ǘŜǎǘ ƴŀǇǊȊŜƳƛŜƴƴŜƎƻ ȊƴŀƪǳΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ 
ȍŜ ƳŀƳȅ ƳŀƭŜƧŊŎȅ ŎƛŊƎ pozytywnych ǿȅǊŀȊƽǿ {un} i niech  
 

 
 
²ǘŜŘȅ { ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴŜΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 



 
{ȊŜǊŜƎƛ ǇƻǘťƎƻǿŜ 
 
Szereg w postaci 
 

 
 
ƧŜǎǘ ƴŀȊȅǿŀƴȅ ǎȊŜǊŜƎƛŜƳ ǇƻǘťƎƻǿȅƳΦ ²ƛŜƭŜ ǎȊŜǊŜƎƽǿ ǇƻǘťƎƻǿȅŎƘ  ȊōƛŜƎŀ ǎƛť ǘȅƭƪƻ Řƭŀ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Ȅ 
ƪǘƽǊŜ ǎǇŜƱƴƛŀƧŊ μȄμ ғ w Řƭŀ ǇŜǿƴŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ wΦ ²ŀǊǘƻǏŏ ǘŀ ƧŜǎǘ ƴŀȊȅǿŀƴŀ  ǇǊƻƳƛŜƴƛŜƳ ȊōƛŜȍƴƻǏŎƛΦ  
ZǿȅƪƭŜ ƳƻȍŜƳȅ oƪǊƻƛŏ w Ȋŀ ǇƻƳƻŎŊ ǘŜǎǘǳ ǇǊƻǇƻǊŎƧƛΣ ƴŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 

 
wtedy 
 

 
 
Řƻ ǘŜƎƻ ǇƻǘǊȊŜōŀ ƳƴƛŜƧ ƴƛȍ м , potrzebujemy μ Ȅ μ ғрΦ aƻȍŜǎȊ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏ ƻŘŘȊƛŜƭƴƛŜ Ȅ ҕ рΦ 
 
0ǿƛŎȊŜƴƛŀ 
 
мΦ ½ŀǇƛǎȊ ǇƛŜǊǿǎȊŜ Ǉƛťŏ ǘŜǊƳƛƴƽǿ Ȋ ƪŀȍŘŜƎƻ ŎƛŊƎǳ zdefiniowanego ǇƻƴƛȍŜƧ 
 

 
2. ²ȅƪǊŜǏƭ ŎƛŊƎƛ Ȋ Ǉȅǘŀƴƛŀ 1 
оΦ ½ŘŜŎȅŘǳƧΣ ƪǘƽǊȅ Ȋ ǇƻƴƛȍǎȊȅŎƘ ŎƛŊƎƽǿ ȊōƛŜƎŀ ǎƛť ƛ ȊƴŀƧŘȋ ƎǊŀƴƛŎťΣ ƧŜǏƭƛ ƛǎǘƴƛŜƧŜ 
 



 
4. Wŀƪ Řǳȍe Ƴǳǎƛ ōȅŏ ƴ dla (1/3)nΣ ŀōȅ ōȅƱ ƳƴƛŜƧǎȊȅ ƴƛȍ 
a) 0,01 
b) 10-6, 
рΦ ½ƴŀƧŘȋ ƭƛŎȊōť b ǘŀƪŊ ΣȍŜ ƴ2/2n  Җ  лΣллм ƧŜǏƭƛ ƴ Ҕ b 
сΦ½ŀƱƽȍƳȅ Σ ȍŜ ŀn = x1/n  x > 1 
ŀύ ²ȅƪŀȍ ΣȍŜ ŎƛŊƎ ƧŜǎǘ ƳŀƭŜƧŊŎȅ 
ōύ ²ȅƪŀȍ  ΣȍŜ ŎƛŊƎ ƧŜǎǘ ƻƎǊŀƴƛŎȊƻƴȅ ƻŘ ŘƻƱǳ 
Ŏύ /Ȋȅ ŎƛŊƎ ƧŜǎǘ ȊōƛŜȍƴȅΚ 
тΦ²ȅƪŀȍ ΣȍŜ  

 
 
уΦ ½ƴŀƧŘȋ  
 

 
 
9. ½ŘŜŎȅŘǳƧΣ ƪǘƽǊŜ Ȋ ǇƻƴƛȍǎȊȅŎƘ ǎǳƳ ǎŊ ȊōƛŜȍƴŜ 

 
 
 
Rachunek 
 
tǊȊȅƧǊȊŜƭƛǏƳȅ ǎƛť ƻƎǊŀƴƛŎȊŜƴƛƻƳ ŎƛŊƎƽǿ Σ ǘŜǊŀȊ ŎƘŎť ǎǇƻƧǊȊŜŏ ƴŀ ƻƎǊŀƴƛŎȊŜƴƛŀ Ŧǳƴƪcji. ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ 
ŦǳƴƪŎƧť ŦόȄύ ȊŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴŊ ǿ ǇǊȊŜŘȊƛŀƭŜ ŀ Җ x Җ ōΦ aŀƳ ǎŜƪǿŜƴŎƧť Ȅ1, x2,..., xnΣ ƪǘƽǊŀ ŘŊȍȅ Řƻ granicy x0. 
/Ȋȅ ƳƻƎť ǇƻǿƛŜŘȊƛŜŏΣ ȍŜ ŎƛŊƎ Ŧ(x1), f(x2, ..., f(xn) zmierza  do Љ i Ŏƻ ƳŀƳ ƴŀ ƳȅǏƭƛΚ ½ŀȊǿȅŎȊŀƧ ŘŜŦƛƴƛǳƧŜƳȅ 
ƎǊŀƴƛŎť ǿ ƴŀǎǘťǇǳƧŊŎȅ ǎǇƻǎƽōΥ 
aƽǿƛƳȅΣ ȍŜ ŦόȄύ Ҧ f(x0) jako x Ҧ x0Σ ƧŜǏƭƛ Řƭŀ ŘƻǿƻƭƴŜƎƻ  ᴊ Ҕ л ƛǎǘƴƛŜƧŜ ǿŀǊǘƻǏŏ  ɻ  > 0, takie | x - x0| <  ɻ
ᵼ |f(x) - Љ | < ᴊ  
 



Jest to zgodne Ȋ ƴŀǎȊŊ ǿŎȊŜǏƴƛŜƧǎȊŊ ŘŜŦƛƴƛŎƧŊ ŎƛŊƎǳΦ aƻȍŜƳȅ ōȅŏ ǘŀƪ ōƭƛǎƪƻΣ Ƨŀƪ ŎƘŎŜƳȅΣ ǿŀǊǘƻǏŎƛ 
graniczƴŜƧΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ όȄ - 2) 4 Ҧ 0 jŜǏƭƛ  x Ҧ нΦ WŜǏƭƛ ŘŀƱŜǏ Ƴƛ л ғ ᴊ ғмΣ ǘƻ ƧŜǏƭƛ μ Ȅ - 2 |  Җ ɻ  ,wiemy  ΣȍŜ 
| (x - 2)4 - 0 | Җ ɻ 4Φ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ǇƻŘ ǿŀǊǳƴƪƛŜƳΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ƎǊŀƴƛŎť  jako x Ҧ 0! 
 

 
 

 
 
² ŘǊǳƎƛƳ ǇǊȊȅǇŀŘƪǳ ǿȅƪǊŜǏƭŀƳȅ ǎƛƴ όм κ ȄύΦ ¢ƻ ȊŀŎȊȅƴŀ ƻǎŎȅƭƻǿŀŏ ŎƻǊŀȊ ǎȊȅōŎƛŜƧΣ ƎŘȅ Ȋōƭƛȍŀ ǎƛť Řƻ ȊŜǊŀ 
ƛ όƴƛŜ ƧŜǎǘ ǘƻ ƱŀǘǿŜ Řƻ ǇƻƪŀȊŀƴƛŀύ ƴƛŜ Ƴŀ ƭƛƳƛǘǳΦ 
 
/ƛŊƎƱƻǏŏ ƛ ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŀƭƴƻǏŏ 
 
bƛŜ ǎǇǊŜŎȅȊƻǿŀƭƛǏƳȅΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ ƪƛŜǊǳƴƪǳ ǇƻŘŜǎȊƭƛǏƳȅ Řƻ ǿŀǊǘƻǏŎƛ ƎǊŀƴƛŎȊƴŜƧΣ Ȋ ƎƽǊȅ ƭǳō Ȋ ŘƻƱǳΦ aƻȍŜ 
ǘƻ ōȅŏ ǿŀȍƴŜΣ ǘŀƪ Ƨŀƪ ƴŀ ǇƻƴƛȍǎȊȅƳ Řƛŀgramie,  
 

 
 



gdzie funkcja ma skok x0. [ǳōƛƳȅ ŦǳƴƪŎƧŜ ŎƛŊƎƱŜΣ ǎŊ ǘƻ ŦǳƴƪŎƧŜΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ŦόȄύ Ҧ f(x0) jŜǏƭƛ  x Ҧ x0 Ȋ ƎƽǊȅ 
i Ȋ ŘƻƱǳ Φ aƻȍŜǎȊ ƳȅǏƭŜŏ ƻ ƴƛŎƘ Ƨŀƪƻ ƻ ŦǳƴƪŎƧŀŎƘΣ ƪǘƽǊŜ ƳƻȍŜǎȊ Ǌȅǎƻǿŀŏ ōŜȊ ǇƻŘƴƻǎȊŜƴƛŀ ƻƱƽǿƪŀ ȊŜ 
ǎǘǊƻƴȅΦ /ƛŊƎƱŜ ŦǳƴƪŎƧŜ ƳŀƧŊ ǿƛŜƭŜ ŦŀƧƴȅŎƘ ǿƱŀǏŎƛǿƻǏŎƛΦ WŜǏƭƛ ƳŀƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ŎƛŊƎƱŊΣ ƳƻȍŜƳȅ ǊƻȊǎŊŘƴƛŜ 
ǎǇƻƧǊȊŜŏ ƴŀ ƴŀŎƘȅƭŜƴƛŜ ƪǊȊȅǿŜƧ ǿ ŘƻǿƻƭƴȅƳ ǇǳƴƪŎƛŜΦ ¢ƻ ƳƻȍŜ ƳƛŜŏ ǇǊŀǿŘziwe fizyczne znaczenie. 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ǏƭŀŘ ǎŀƳƻŎƘƻŘǳΦ aƻƎƭƛōȅǏƳȅ ǿȅƪǊŜǏƭƛŏ ƻŘƭŜƎƱƻǏŏΣ ƪǘƽǊŊ ǇƻŘǊƽȍǳƧŜΣ powiedmy na 
²ǎŎƘƽŘΣ Ȋ ŎȊŀǎŜƳΦ WŜǏƭƛ ǊƽȍƴƛŎŀ ƳƛťŘȊȅ ƻŘƭŜƎƱƻǏŎƛŊ ǿ ŎȊŀǎƛŜ ǘ0 i t1 ǿȅƴƻǎƛ 5Σ ǿƽǿŎȊŀǎ 5 κ όǘ1 - t0) podaje 
ǇǊȊȅōƭƛȍƻƴŊ ǇǊťŘƪƻǏŏΦ WŜǎǘ ǘƻ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ǇǊƻŎŜŘǳǊŀ ǎǘƻǎƻǿŀƴŀ ǇǊȊŜȊ ƪŀƳŜǊȅ ǏǊŜŘƴƛŜƧ ǇǊťŘƪƻǏŎƛ ƴŀ 
ŘǊƻƎŀŎƘΗ WŜŘƴŀƪ ȊŀƻōǎŜǊǿƻǿŀƭƛǏƳȅ ǏǊŜŘƴƛŊ ǇǊťŘƪƻǏŏΦ WŜǏƭƛ ŎƘŎŜƳȅ ƻǎȊŀŎƻǿŀŏ ǇǊťŘƪƻǏŏ ǿ 
konkretnym czasie tΣ ǘл ƛ ǘм ƳǳǎȊŊ Ȋōƭƛȍaŏ ǎƛť Řƻ ǘΦ 
 

 
 

 
 
WŜǏƭƛ ǇǊȊȅƧƳƛŜƳȅ ŎȊŀǎ ƴŀ ǘ ƛ ǘ Ҍ tɻ, gdzie ɻ t ƻȊƴŀŎȊŀ ƳŀƱȅ ŘƻŘŀǘƪƻǿȅ  okres t, wtedy chcemy 

 
gdy ɻ ǘ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ƳŀƱŜ ƭǳō ōŀǊŘȊƛŜƧ ƧŀǿƴŜ 
 



 
 
DǊŀƴƛŎŀ ǘŀ ŘŀƧŜ ǇƻŎƘƻŘƴŊΣ ƪǘƽǊŀ ƧŜǎǘ ƴŀŎƘȅƭŜƴƛŜƳ ƪǊȊȅǿŜƧ Ŧ(t) w punkcie t i jest zapisana jako f Ψ(t) lub  
 

 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǇǊȊȅƧƳǳƧŜƳȅ ȅ Ґ Ŧ όǘύ Ґ о-пǘΣ ƭƛƴƛť ƻ ǎǘŀƱȅƳ ǳƧŜƳƴȅƳ ƴŀŎƘȅƭŜƴƛǳΦ ¦ȍȅǿŀƧŊŎ Ǌƽǿƴŀƴƛŀ уΦм 
mamy 
 

 
WŜǏƭƛ ǘŜǊŀȊ ƳŀƳȅ ȅ Ґ Ȅ2 ς о ƳŀƳȅΣ ȊŀǇƛǎǳƧŊŎ Ȅ Řƭŀ ǘ 
 

 
 
¢ŀƪ ǿƛťŎ ǇǊȊȅ Ȅ Ґ н ƴŀŎƘȅƭŜƴƛŜ ǿȅƴƻǎƛ ȊŜǊƻΣ ŀ ƎŘȅ Ȅ ƧŜǎǘ ǳƧŜƳƴŜΣ ƴŀŎƘȅƭŜƴƛŜ ƧŜǎǘ ƻōƴƛȍƻƴŜΣ ŀ ƴŀǎǘťǇƴƛŜ 
ǿȊǊŀǎǘŀΣ ƎŘȅ Ȅ ƧŜǎǘ ǿƛťƪǎȊŜ ƻŘ ȊŜǊŀΦ aƻȍŜ ƻƪŀȊŀŏ ǎƛť ǳȍȅǘŜŎȊƴŜ ǊƻȊǿŀȍŜƴƛŜ wykresu ½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ 
ȊǊƻōƛƳȅ Ǉǳƴƪǘ ƴŀ ƪǊȊȅǿŜƧ ƛ ƴŀǊȅǎǳƧŜƳȅ ǇǊƻǎǘŊΣ ƪǘƽǊŜƧ ƴŀŎƘȅƭŜƴƛŜ wynosi f(x), ta linia jest znana jako 
styczna w punkcie x. 
 

 
 
hŎȊȅǿƛǏŎƛŜ ȍȅŎƛŜ ƧŜǎǘ Ȋōȅǘ ƪǊƽǘƪƛŜΣ ŀōȅ ǿȅǇǊŀŎƻǿŀŏ ǇƻŎƘƻŘƴŜ Řȅ κ ŘȄ ǿ ǘŜƴ ǎǇƻǎƽō Ȋ ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ȊŀǎŀŘΣ 
ŘƭŀǘŜƎƻ ǳȍȅǿŀƳȅ ǊŜƎǳƱ όǇƻŎƘƻŘȊŊŎȅŎƘ Ȋ ǇƛŜǊǿǎȊȅŎƘ ǊŜƎǳƱ). 
 



 
¢Ŝƴ ȊōƛƽǊ ȊŀǎŀŘ ǎǇǊŀǿƛŀΣ ȍŜ ōŀǊŘȊƻ Ʊŀǘǿƻ jest 
 

 
 
tǊȊȅƪƱŀŘ 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŎƘŎƛŜƭƛōȅǏƳȅ ǇƻƪŀȊŀŏΣ ȍŜ ǎƛƴ Ȅ  Җ x dla 0 Җ  x Җ  ̄ κ нΦ ²ƛŜƳȅΣ ȍŜ ƎŘȅ Ȅ Ґ л Ȅ Ґ ǎƛƴ Ȅ = 0. Ale 
dx/dx = 1 i d sin x  / dx = cos x 
tƻƴƛŜǿŀȍ Ŏƻǎ Ȅ  Җ м ǿ ǇǊȊŜŘȊƛŀƭŜ ǎǳƎŜǊǳƧŜΣ ȍŜ ǎƛƴ Ȅ ǊƻǏƴƛŜ ǿƻƭƴƛŜƧ ƴƛȍ ȄΣ ŀ ǿȅƴƛƪ ƴŀǎǘťǇǳƧŜΦ YƛŜŘȅ 
ƻŘŘŀƭŀƳȅ ǎƛť ƻŘ ǿƛŜƭƻƳƛŀƴƽǿΣ ȍȅŎƛŜ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ƴƛŜŎƻ ōŀǊŘȊƛŜƧ ȊƱƻȍƻƴŜΦ ² ǊȊŜŎȊȅǿƛǎǘƻǏŎƛ ƳǳǎƛǎȊ Ȋƴŀŏ 
ǇƻŎƘƻŘƴŊΣ ŀōȅ ƳƽŎ ƪƻƴǘȅƴǳƻǿŀŏΣ ǿƛťŎ ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜǎȊ ƭƛǎǘȅ ǘŀƪƛŜƧ Ƨŀƪ ǿ ǘŀōŜƭƛ уΦмΦ  
 

 



½ŀǳǿŀȍΣ ȍŜ ǇƻŎƘƻŘƴŊ ŜȄǇ όȄύ ƧŜǎǘ Ǉƻ ǇǊƻǎǘǳ ŜȄǇ όȄύΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 

ϝ WŜǏƭƛ  wtedy  
 

ϝ WŜǏƭƛ ȅ Ґ ƭƻƎόоȄ2 ς 4x + 1) wtedy  
 
bŀƭŜȍȅ ǇŀƳƛťǘŀŏΣ ȍŜ ŦƻǊƳǳƱȅ ŘȊƛŀƱŀƧŊ ǘȅƭƪƻ Řƭŀ ƭƻƎŀǊȅǘƳƽǿ o podstawie e, funkcji trygonometrycznych 
sin, cos, itp. wȅǊŀȍƻƴȅŎƘ ǿ ǊŀŘƛŀƴŀŎƘ. 
 
ǿȅȍǎȊŜ ǇƻŎƘƻŘƴŜ 
 
tƻƴƛŜǿŀȍ ŘȅκŘȄ ƧŜǎǘ ŦǳƴƪŎƧŊΣ ƳƻȍŜƳȅ ŎƘŎƛŜŏ  ǊƽȍƴƛŎȊƪƻǿŀŏ ƧŊ ŀōȅ ǳȊȅǎƪŀŏ ŘώŘȅκŘȄϐκ ŘȄΣ ƴŀȊǿŀƴŊ ŘǊǳƎŊ 
ǇƻŎƘƻŘƴŊ ƛ ȊŀǇƛǎŀƴŊ  Ř2y/dx2 Φ WŜǏƭƛ ǊƽȍƴƛŎȊƪǳƧŜƳȅ п ǊŀȊȅ ȊŀǇƛǎǳƧŜƳȅ Ř4y/dx4  i generalnie 
 

 
²ƛťŎ ƧŜǏƭƛ ȅ Ґ ƭƻƎόȄύ ƳŀƳȅ 
 

 
 
 
Maksima i minima 
 
WŜŘƴȅƳ Ȋ ǘȅǇƻǿȅŎƘ ȊŀǎǘƻǎƻǿŀƵ ǇƻŎƘƻŘƴŜƧ ƧŜǎǘ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŜ ƳŀƪǎƛƳǳƳ ƭǳō ƳƛƴƛƳǳƳ ŦǳƴƪŎƧƛΦ _ŀǘǿƻ 
ȊŀǳǿŀȍȅŏΣ ȍŜ ƧŜǏƭƛ ƳŀƳȅ ƳŀƪǎȅƳŀƭƴŊ ƭǳō ƳƛƴƛƳŀƭƴŊ ŦǳƴƪŎƧťΣ ǇƻŎƘƻŘƴŀ ƧŜǎǘ Ǌƽǿƴŀ ȊŜǊǳΦ wƻȊǿŀȍƳȅ ȅ 
= 1/3x3 + 1/2x2 - 6x + 8 
 
 

 
 



Obliczamy df/dx = x2 + x - сΣ ƪǘƽǊŜ ǿȅƴƻǎƛ ȊŜǊƻΣ ƎŘȅ Ȅ2 + x - 6 = (x + 3) (x - 2) = 0 lub x = -3 i x = 2 i z 
ǿȅƪǊŜǎǳ ǿƛŘȊƛƳȅΣ ȍŜ ȊƴŀƭŀȊƱŜƳ Ǉǳƴƪǘȅ ȊǿǊƻǘƴŜ ŦǳƴƪŎƧƛΦ {Ŋ ǘƻ ƭƻƪŀƭƴŜ ƳŀƪǎƛƳŀ ƛ ƳƛƴƛƳŀƭƴŜ ǿŀǊǘƻǏŎƛΦ 
WŜŘƴŀƪ ƎŘȅ ŎƻŦƴƛŜƳȅ ǎƛť ƛ ǎǇƻƧǊȊȅƳȅ ƴŀ ŎŀƱȅ ƻōǊŀȊΣ ƳƻȍŜƳȅ ǳȊȅǎƪŀŏ Ǉǳƴƪǘ ǎǘŀŎƧƻƴŀǊƴȅΣ ǘƧΦ df/dx = 0, 
ƪǘƽǊȅ ƴƛŜ ƧŜǎǘ ǇǳƴƪǘŜƳ ȊǿǊƻǘƴȅƳ ƛ ŘƭŀǘŜƎƻ ǇƻǘǊȊŜōǳƧŜƳȅ ƭƻƪŀƭƴŜƧ ǊŜƎǳƱȅ ƳŀƪǎȅƳŀƭƴŜƧ ƭǳō ƳƛƴƛƳŀƭƴŜƧΥ 
 

 
 
1. Funkcja f (x) = 1/3x3 + 1/2x2 - сȄ Ҍ у Ƴŀ ǇƻŎƘƻŘƴŊ ŘȅκŘȄ Ґ Ȅн Ҍ Ȅ - с ǿƛťŎ ǇǊȊȅ Ȅ Ґ н ƳŀƳȅ ŘȅκŘȄ Ґ лΦ 
Kiedy x <2 pochodna jest ujemna, a gdy x> 2 jest dodŀǘƴƛŀΣ ǿƛťŎ ƳŀƳȅ ƳƛƴƛƳǳƳΦ 
нΦ [ǳō ƳƻȍŜ ǇǊƻǎǘǎȊŜ Ř2y/dx2 Ґ нȄ Ҍ мҔ л ǇǊȊȅ Ȅ Ґ нΣ ǿƛťŎ ƳŀƳȅ ƳƛƴƛƳǳƳΦ 
3. Gdy x = -3 znowu dy/dx = 0. Dla x < -3 dy/dx> 0 podczas gdy x > -3dy dx < 0 oznacza to maksimum. 
4. Ponownie dla uproszczenia d2y/dx2 = 2x + 1 < 0 przy x = -оΣ ǿƛťŎ ƳŀƳȅ ƳŀƪǎƛƳǳƳΦ 
 
tǊȊȅƪƱŀŘ  
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ǊƻōƛƳȅ ǎǘŀƭƻǿŜ ǇǳǎȊƪƛΦ WŜȍŜƭƛ ƪǎȊǘŀƱǘ ǇǳǎȊƪƛ ƧŜǎǘ ǿŀƭŎŜƳ ƻ ǿȅǎƻƪƻǏŎƛ Ƙ ƛ ǇǊƻƳƛŜƴƛǳ ǊΣ 
ƻōƧťǘƻǏŏ ǇǳǎȊƪƛ ǿȅƴƻǎƛ ± Ґ r̄2ƘΣ ŀ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛŀ ǳȍȅǘŜƧ ǎǘŀƭƛ ǿȅƴƻǎƛ ! Ґ нr̄h + 2̄ r2Φ /ƘŎŜƳȅΣ ȍŜōȅ 
ƻōƧťǘƻǏŏ ǿȅƴƻǎƛƱŀ сп ŎƳоΦ ŀ ȊŀǘŜƳ ± Ґ r̄2h = 64, co daje h = 64/(̄r2). Obszar jest zatem A = 2 rh + 2 ̄
r2 = 128/r2 + 2̄ r2 !ōȅ ȊƳƛƴƛƳŀƭƛȊƻǿŀŏ ƻōǎȊŀǊ ƻōƭƛŎȊŀƳȅ  
 

 
Σ ƪǘƽǊȅ ǿȅƴƻǎƛ ȊŜǊƻΣ ƎŘȅ пr̄3 Ґ мну ŘŀƧŊŎ Ǌ ḗ 2.17 i h = 64 / (̄r2) ḗ  пΦопΦ !ōȅ ǎǇǊŀǿŘȊƛŏΣ ŎȊȅ ƧŜǎǘ ǘƻ 
minimum 
 

 
Ŏƻ ƧŜǎǘ ŘƻŘŀǘƴƛŜΣ ƎŘȅ Ǌ ƧŜǎǘ ŘƻŘŀǘƴƛŜΣ ǿƛťŎ ƳŀƳȅ ƳƛƴƛƳǳƳΦ 
 
wƻȊǿƛƴƛťŎƛŜ ¢ŀȅƭƻǊŀ 



½ƻǎǘŀǿƛŀƳȅ ²ŀƳ ƧŜŘƴƻ ǇǊȊȅŘŀǘƴŜ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜΦ WŜǏƭƛ ƳŀƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ŦόȄύΣ ƳŀƳȅ ǿǘŜŘȅ  
 

 
 
YƛŜŘȅ ŀ ƧŜǎǘ ƳŀƱŜ ƛ ƻŎŜƴƛŀƳȅ ǇƻŎƘƻŘƴŜ ǇǊȊȅ  ȄΦ bŀ ǇǊȊȅƪƱŀŘΣ ƧŜǏƭƛ ǿŜȋƳƛŜƳȅ ǎƛƴ ȄΣ ǇƻŎƘƻŘƴŜ ǘƻ Ŏƻǎ ȄΣ - 
sin x sinx, -ŎƻǎȄΣ ǎƛƴȄΣΦ Φ Φ Φ ¢ŀƪ ǿƛťŎ ǇǊȊȅ Ȅ Ґ лΣ ǇƻƴƛŜǿŀȍ ǎƛƴ л Ґ л ƛ Ŏƻǎ л Ґ м  
 

 
 
Metoda Newtona-Raphsona 
 
¢ŜǊŀȊ ōŀŘŀƳȅ ƳŜǘƻŘťΣ ȊƴŀƴŊ Ƨŀƪƻ ƳŜǘƻŘŀ bŜǿǘƻƴŀ-wŀǇƘǎƻƴŀΣ ƪǘƽǊŀ ǿȅƪƻǊȊȅǎǘǳƧŜ ǇƻŎƘƻŘƴŊ funkcji 
Řƻ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ȊŜǊŀ ǘŜƧ ŦǳƴƪŎƧƛΦ ½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ƳŀƳȅ ǇƻǿƻŘȅΣ ōȅ ǎŊŘȊƛŏΣ ȍŜ ƛǎǘƴƛŜƧŜ ȊŜǊƻ ŦόȄύ ǿ Ǉƻōƭƛȍǳ 
pointx0. Rozszerzenie Taylora dla f(x) o x0 Ƴƻȍƴŀ ȊŀǇƛǎŀŏ ƧŀƪƻΥ 
 

 
 
WŜǏƭƛ ƻŘǊȊǳŎƛƳȅ ǿŀǊǳƴƪƛ ǘŜƎƻ ǊƻȊǎȊŜǊȊŜƴƛŀ ǇƻȊŀ ǘŜǊƳƛƴ ǇƛŜǊǿǎȊŜƎƻ ȊŀƳƽǿƛŜƴƛŀΣ Ƴamy 
 
f(x) = f(x0) + (x - x0)fΩ(x0) 
 
¢ŜǊŀȊ ǳǎǘŀǿƛŀƳȅ ŦόȄύ Ґ л ŀōȅ ȊƴŀƭŜȋŏ ƪƻƭŜƧƴŜ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜΣ Ȅ1 ,  dla zer  f(x) , znajdujemy: 
 

 
lub 
 

 
 
5ŀƧŜ ƴŀƳ ǘƻ ǎŎƘŜƳŀǘ ƛǘŜǊŀŎȅƧƴȅΣ ƪǘƽǊȅ ƳƻȍŜ ȊōƛŜƎŀŏ ǎƛť ƴŀ ȊŜǊƻ ŦόȄύΣ ǿ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛŎƘ ǿŀǊǳƴƪŀŎƘΦ 
 
ǇǊȊȅƪƱŀŘ 
 
½ŀƱƽȍƳȅΣ ȍŜ ŎƘŎŜƳȅ ǇƛŜǊǿƛŀǎǘŜƪ ǎȊŜǏŎƛŜƴƴȅ Ȋ н ƭǳō ǿŀǊǘƻǏŏ ȄΣ Řƭŀ ƪǘƽǊŜƧ ŦόȄύ Ґ Ȅ3 - 2 = 0. 
¢ǳǘŀƧ ŦΨόȄύ Ґ оȄ2 tak 
 

 
 
½ŀŎȊȅƴŀƧŊŎ ƻŘ Ȅ0 = 1 mamy x1 Ґ мΦоооооо ƛ ǳȍȅǿŀƧŊŎ ǘŜƧ ǿŀǊǘƻǏŎƛ Řƭŀ Ȅ0 otrzymamy x1 = 1.263889. Kroki 
ǎŊ ƻƪǊŜǏƭƻƴŜ ǇƻƴƛȍŜƧ 



 
 
[ǳō ȊŀƪƱŀŘŀƳȅ ŦόȄύ ς sin x ς Ŏƻǎ Ȅ ǿǘŜŘȅ ŦΩόȄύ Ґ Ŏƻǎ Ȅ Ҍ ǎƛƴ Ȅ  ƛ 
 

 
 
ǿǘŜŘȅ ȊŀŎȊȅƴŀƧŊŎ ƻŘ Ȅ0  =1 mamy 
 

 
 
!ōȅ ȊōŀŘŀŏ ǿŀǊǳƴƪƛΣ ǿ ƪǘƽǊȅŎƘ ȊōƛŜƎŀ ǎƛť ǘŀ ƛǘŜǊŀŎƧŀΣ ǊƻȊǿŀȍŀƳȅ ŦǳƴƪŎƧť ƛǘŜǊŀŎƧƛ 
 

 
 
gdzie pochodna to  
 

 
 
Przy rzeczywistym zerze, fόȄύ Ґ лΣ ǿƛťŎ ǘŀƪ ŘƱǳƎƻΣ Ƨŀƪ ŦόȄύ Ґ лΣ mamy g(x) = 0 na zero f(x). Ponadto 
ŎƘŎƛŜƭƛōȅǏƳȅΣ ŀōȅ ŦǳƴƪŎƧŀ ƛǘŜǊŀŎƧƛ ōȅƱŀ ƳƴƛŜƧǎȊŀΣ ŎȊȅƭƛ μ ƎΩ(x) | < мΦ ²ƴƛƻǎƪǳƧŜƳȅΣ ȍŜ ƳŜǘƻŘŀ bŜǿǘƻƴŀ-
wŀǇƘǎƻƴŀ ȊōƛŜƎƱŀ ǎƛť ǿ przedziaƭŜΣ ǿ ƪǘƽǊȅƳ 
 



 
 
/ŀƱƪŀ ƛ ŎŀƱƪƻǿŀƴƛŜ 
 
²ƛŜƭŜ ǿŀȍƴȅŎƘ ǇǊƻōƭŜƳƽǿ Ƴƻȍƴŀ ȊǊŜŘǳƪƻǿŀŏ Řƻ ȊƴŀƭŜȊƛŜƴƛŀ ƻōǎȊŀǊǳ ǇƻŘ ƪǊȊȅǿŊ ƳƛťŘȊȅ ŘǿƻƳŀ 
punktami a i b. 
 

 
 
 
hŎȊȅǿƛǎǘȅƳ ǇƻƳȅǎƱŜƳ ƧŜǎǘ ǇƻŘȊƛŜƭŜƴƛŜ ƻōǎȊŀǊǳ ƴŀ ƳŀƱŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅ ƛ ȊǎǳƳƻǿŀƴƛŜ ƛŎƘ ƻōǎȊŀǊǳΦ ²ƛťŎ 
ƧŜǏƭƛ ǿŜȋƳƛŜƳȅ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘ ƳƛťŘȊȅ xj a xj + 1Σ Ƴŀ ƻƴ ǿȅǎƻƪƻǏŏ Ŧ(xjύ ƛ ǇƻǿƛŜǊȊŎƘƴƛť ŦόȄj) (xj+1 - xjύΦ WŜǏƭƛ 
ŘƻŘŀƳȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǘŀƪƛŜ ǇǊƻǎǘƻƪŊǘȅΣ ŘŀƧŜ ǘƻ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛŜ Řƻ ƻōǎȊŀǊǳΦ wƻōƛƳȅ ƭŜǇƛŜƧΣ ƎŘȅ ǎȊŜǊƻƪƻǏŏ 
ǇǊƻǎǘƻƪŊǘŀ ǎǘŀƧŜ ǎƛť ƳŀƱŀΣ ǿƛťŎ ƧŜǏƭƛ ǿȅōƛŜǊŀƳȅ ǿǎȊȅǎǘƪƛŜ ǎȊŜǊƻƪƻǏŎƛ  ɻ  ǿ ƴŀǎȊȅƳ ǇǊȊȅōƭƛȍŜƴƛǳ 
 

 
Kiedy zmniejszamy ɻȄ Řƻ ȊŜǊŀΣ ƳŀƳȅ ƻōǎȊŀǊΣ ƪǘƽǊŜƎƻ Ǉƻtrzebujemy i piszemy 
 

 


